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Resumo
Neste trabalho fazemos tanto um desenvolvimento analítico quanto numérico do 
método do contorno de paredes (“boundary wall method”) para estudar de forma 
geral os chamados bilhares quânticos.
Neste método obtemos, a partir de uma equação integral, a matriz T  do sistema, 
que fornece as soluções corretas de espalhamento fora do bilhar e, nas ressonâncias, 
os auto-estados do problema interno.
Como aplicações discutimos bilhares de várias formas, tanto de paredes impermeáveis 
quanto de paredes permeáveis. Também abordamos o problema de bilhares isospec- 
trais e rede de espalhadores.
Abstract
In this work we develop both analytical and numerically the “boundary wall method” 
to study the general problem of quantum billiards.
In this approach we need to obtain, by means of an integral equation, the system T  
matrix, which give us the correct scattering solutions outside and, at the ressonances, 
the eigenstates inside the billiard.
As aplications, we discuss billiards of various shapes, both of impermeable and 
permeable walls. We also analyse the problem of isospectral billiards and of scattering 
lattices.
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tum problems without getting giddy, that 
only shows he has not understood the first 
thing about them. ”
Niels Henrik David Bohr
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Problemas de valor de fronteira sempre foram de grande interesse experimental e 
teórico na Física. Nas últimas décadas, com a evolução da engenharia quântica, 
se desenvolveu grandemente a área de estudo de problemas de fronteira no âmbito 
da mecânica quântica experimental, exemplos disso são os pontos quânticos [1] e 
os currais quânticos [2] [3]. Sistemas como esses podem ser tratados teoricamente 
através dos chamados bilhares, curvas fechadas com a função de onda se anulando 
sobre as bordas [4].
Face a estes interesses, vários métodos têm sido desenvolvidos para a resolução 
de tais sistemas, como:
• “boundary integral method”: função de onda é expressa em termos de uma inte­
gral de linha e sua derivada normal sobre a fronteira. O espectro de autovalores 
é obtido encontrando as raízes de um determinante de Fredholm[5][6][7][8];
• decomposição por ondas planas: utiliza uma superposição de ondas planas 
como Ansatz para a solução da equação de Helmholtz[9][10];
• “boundary element method”: Método semelhante ao “bounday integral method”, 
onde o determinante de Fredholm é resolvido a partir de uma discretização da 
equação integral envolvida [11];
• teoria de perturbação: o problema de espalhamento é resolvido considerando o 
potencial de interação barreira como uma perturbação ao problema da partícula 
livre, sendo resolvido pelo formalismo da matriz S  [12];
• “scaling method”: calcula diretamente os autovalores e autofunções do bilhar 
resolvendo uma equação de autovalores generalizada em termos das quantida­
des relacionadas à barreira [13].
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Recentemente foi desenvolvido um novo método para a solução de problemas 
de espalhamento quântico de uma partícula por barreiras arbitrárias, o método do 
contorno de paredes [14], que pode ser aplicado a barreiras espalhadoras abertas ou 
fechadas, desconexas (divididas em várias partes) ou não, ver figura (1 .1).
Neste trabalho iremos aplicar o método do contorno de paredes na resolução do 
problema de bilhares quânticos em duas dimensões.
Iniciaremos o segundo capítulo fazendo uma discussão do método e desenvolvendo 
uma forma deste mais apropriada à aplicação no estudo de bilhares quânticos. Desta 
abordagem, obtemos a matriz T  como o objeto matemático principal de toda a nossa 
análise, visto que ela carrega informações importantes à cerca da energia e geometria 
do problema, além de fornecer as soluções corretas de espalhamento para a parte 
externa ao bilhar e, nos casos em que a a energia da onda incidente é um autovalor 
do problema, fornece os autoestados do problema interno.
Como aplicação então discutiremos vários problemas:
• solução de bilhares gerais de várias formas;
• análise da dualidade dentro/fora e do princípio da transparência[15][16][17];









Figura 1.1 : Exemplos de possíveis formatos para C, onde temos barreiras abertas
(a), fechadas (b) e (d) e desconexas (c).
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No terceiro capítulo aplicaremos nossos resultados no estudo de bilhares permeáveis, 
caso onde é conferida à função de onda probabilidades de transmissão e reflexão 
através da parede do bilhar, sendo este o caso mais geral do método.
No penúltimo capítulo o método será aplicado a mais um problema de bilhares, 
os bilhares isoespectrais, problema relativamente novo que estuda o caso de um 
par de bilhares de geometria diferente que possuem espectros de energia idênticos 
[18][19][20].
Ainda no penúltimo capítulo estudaremos o problema de uma onda interagindo 
com uma rede de espalhadores na forma de bilhares. Este problema é interes­
sante do ponto de vista do estudo de transporte de cargas em meios ordenados e 
desordenados [21], condutância[22] e vários outros casos envolvendo redes [23] [24] [25].
Finalmente, no último capítulo faremos nossas considerações finais.
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Capítulo 2 
O m étodo do contorno de paredes
Existem várias maneiras de se encontrar soluções de espalhamento para curvas aber­
tas e fechadas. Fisicamente estas curvas representam barreiras onde uma partícula 
fica presa dentro de uma certa região (curva fechada, ver figura (1 .1a)) ou uma bar­
reira onde a partícula não tem possibilidade de ser presa (curva aberta, ver figuras 
(1.1b) e (l.ld)).
No caso das curvas fechadas, conhecidas como bilhares, podemos dividir o espaço 
em duas regiões: interna (parte de dentro da curva) e externa (parte de fora da 
curva), ver figura (2.1). Na resolução desse tipo de problemas, geralmente, a solução 
encontrada vale apenas para um dos lados da barreira. Sendo assim é necessário 
que resolvamos duas vezes o problema para achar sua solução completa (para ambos 
os lados). Certos trabalhos exploram conexões existentes entre a solução da parte 
externa (problema de espalhamento) e interna (solução do bilhar) dos bilhares [15]
i17).
Recentemente foi desenvolvido [14] um método para a obtenção de autoestados 
de espalhamento de barreiras desconexas, abertas ou fechadas (ver figura 1.1) com 
condições de contorno muito gerais, o método do contorno de paredes. O método 
é simples, tanto conceituai quanto numericamente, nos fornecendo uma abordagem 
interessante e acessível para a resolução de problemas de fronteiras de formatos 
variados.
Neste capítulo será apresentada uma breve introdução ao espalhamento quântico 
necessária ao entendimento da formulação e o “funcionamento” do método do con­
torno de paredes. Serão mostrados sua aplicação ao caso da dualidade dentro/fora 
e resultados da aplicação do método ao cálculo de espalhamento por vários tipo de 
barreiras.
O caso de espalhamento em que iremos nos ater neste trabalho dá ênfase ao 
problema de barreiras fechadas. Nesta situação temos mais de uma região a ser 
considerada, uma parte externa e outra interna. Várias maneiras foram desenvol­
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vidas para se encontrar soluções de espalhamento para bilhares fechados. Dentre 
todos, o método mais utilizado na resolução destes problemas (problemas de valor 
de fronteira) é o “boundary integral method” [7] [8], inclusive na obtenção da solução 
para bilhares quânticos [5] [26]. O método baseia-se na conversão de uma equação 
diferencial em uma equação integral sobre a fronteira da região física do sistema (es- 
palhador). Embora o “boundary integral method” seja muito útil, ele tem algumas 
desvantagens. Mais notavelmente, a solução obtida através desse método, e de outros 
métodos como os citados anteriormente, só vale em um lado da fronteira fechada [6].
Veremos no desenvolvimento da secção seguinte que o método do contorno de 
paredes fornece a solução para ambas as regiões de um bilhar fechado a partir de 
uma única equação (um único cálculo), que fornce a solução para a função de onda 
espalhada i/>(r) em todo o espaço. Sendo assim a presente abordagem constitui-se 
em uma ferramenta muito útil na solução de problemas de condições de fronteira.
2.1 O M étodo
As teorias de espalhamento assumem que o comportamento assimtótico (r —> oo) 
está incorporado na função de Green livre, enquanto o espalhamento em si ocorre 
pela ação de um potencial.
No espalhamento por uma parede presisamos que a onda interaja com o poten­
cial somente sobre os pontos que pertencem à parede C, comportando-se no resto 
do espaço como uma partícula livre. Se criarmos um potencial o qual consiga si-
Figura 2.1: Regiões interna e externa de um bilhar fechado.
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mular este comportamento e, em um limite apropriado, leve a função de onda a 
satisfazer a condição de fronteira desejada, poderemos usar a abordagem da teoria 
de espalhamento para a resolução do problema.
Para tanto usaremos uma potencial do tipo “parede-á”
V(r ) =  fc ds'y(s)5(r -  r(s)){a(s) +  [1 -  a(s)]dn(s)}, (2.1)
onde a integral é feita sobre a superfície C, o termo 7 (s) controla a permeabilidade 
da barreira em questão e a(s) é um termo que controla a escolha da condição de 
contorno desejada. Estes dois termos independem entre si. O método do contorno 
de paredes mostra que, ao resolvermos o problema, temos no final que a função de 
onda do sistema satisfaz à condição
a{s)i)(r(s))\c +  [1 -  a(s)]dn(sM r(s )) |c =  0, (2.2)
com q(s) —> 00 em (2.1).
A ação da função delta no potencial proposto garante que a partícula só sofrerá 
a ação do potencial sobre C e  o parâmetro 7  controla a permeabilidade da parede. 
Para valores de 7  finitos, o potencial (2.1) terá o efeito de uma parede permeável. Se 
7 (s) —* 00 o efeito será de uma parede infinita (impenetrável). Essas características 
satisfazem às exigências para o potencial que permitem utilizarmos a abordagem de 
espalhamento para o problema de condição de fronteira, tendo como resultado um 
método amplo e acurado para a resolução deste problema para formas arbitrárias.
Utilizaremos em todo o trabalho o termo a(s) =  1 , isso faz com que o potencial 
(2.1) satisfaça uma condição de contorno do tipo Dirichlet.
2.1.1 D esenvolvim ento do m étodo
Considere a equação de Schrödinger para um sistema d-dimensional independente do 
tempo,
#(r)V>(r) =  E^(r) ,  (2.3)
com H(r) =  Ho(r) +  V(r), onde Hq(t) é o Hamiltoniano da partícula livre. Fazendo 
em (2.3) E  =  U(r) =  ^ U ( r) e isolando U(r) teremos
(V2 +  k2)'ip( r) =  U(r)ip(r) (2.4)
que é a equação diferencial de espalhamento para um potencial arbitrário U(r) a 
ser resolvida. Podemos resolvê-la pelo método da função de Green que consiste em 
transformá-la em uma equação integral da seguinte maneira. Existe para (2.4) uma 
função G o(r) tal que
{V2 + k2)G0{r) = ô(r). (2.5)
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•0(r) = <p(r) + J  dr,G0(r,r,)E/(r/)^(r/), (2.6)
com (V2 +  k2)if(r) = 0 (ou Ho(r)(p(r) = E<p(r)) e Go sendo a função de Green da 
partícula livre, obedece à (2.4). Esta equação integral na qual transformamos (2.4) 
é chamada equação de Lipmann-Schwinger.
Como já adiantamos, para simular a ação de uma parede sobre a partícula utili­
zaremos nos nossos cálculos um potencial do tipo
^ (r) = ^ds7(s)5(r- r(s)), (2.7)
onde fazemos a integral sobre a superfície C, podendo C ser conexa ou desconexa. 
Como estamos interessados na discussão de bilhares (condição de contorno de Diri-
chlet) em toda a tese iremos considerar (2.7) ao invés do caso mais geral (2.1). r é o
vetor posição do ponto s sobre C e 7 (s) é a “força” com que o potencial age em cada 
ponto de s. Claramente, y (r)  =  0 para qualquer r que não pertença a C. No limite 
de 7 —> 00, a autofunção irá satisfazer (2.2) com o:(s) =  1 , condição de contorno de 
Dirichlet, ^ (r) =  0 em C. Para 7 (s), finito uma função de onda submetida a um 
potencial do tipo de (2.7) irá satisfazer uma condição de fronteira do tipo permeável. 
Fazendo h =  2/j, = 1 e inserindo o potencial (2.7) em (2.6) teremos
Qualquer função ^ (r) que satisfaça
^(r) =  <p(r) + J  dr'G0(r,r') jf ds'y(s)8{r' -  r(s))
a parte em ô do potencial irá facilitar a resolução da integral de volume que irá nos 
fornecer a seguinte equação
Í>(r) = <p(r) + Jc ds'7 (s;)G0(r, r(s'))^(r(s')). (2.8)
Podemos interpretar C como uma barreira permeável caracterizada por 7 (s). 
Qualquer onda plana de número de onda k que insida perpendicularmente ao con­
torno C em s tem uma probabilidade T  = 4A:2/(4k2 +  7 (s)2) de ser transmitida 
através de s, e uma probabilidade 77. =  'y(s)2/(4k2 +  7 (s)2) de ser refletida. Fazendo 
o limite de 7  —> 00 em T, podemos ver que a probabilidade de transmissão tende a 
zero, o que faz com que a autofunção se anule sobre a barreira, satisfazendo assim 
a condição de contorno de Dirichlet, como já vimos no caso da análise do potencial 
(2.7).
Consideremos em (2.8) um vetor posição r  =  r(sf>) sobre um ponto do b em C e 
também que 7 (5) assume um valor constante 7 sobre todo o contorno da fronteira.
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O caso em que 7  varia sobre s pode ser tratado da mesma maneira que o caso cons­
tante, porém existem complicações adicionais que podem ser evitadas sem prejuízos 
ao entendimento do método.
Podemos escrever <p(r) sobre um ponto s& na barreira como
(p(r(sb)) =  Jf dsa T “1̂ ,  sa) (sa)), (2.9)
onde T^ÇsbiSa) =  ô(sb — sa) — 'jGo(r(sb),r(sa)). Se substituirmos T~l (sb,sa) em 
(2.9) teremos
ingridl7tp(r(sb)) = <p(r(sb)) +  7  J  dsaG0(r(sb), r(sa))^ (r(sa)), (2.10)
que é o valor de ip(r(sb)) sobre o ponto Sb da barreira. Podemos observar pela 
definição de T~1(sb,sa) que esta é simétrica perante a troca sa *-* Sb, visto que 
Go(r(sb),r(sa)) =  (?o(r(sa), r(s{,)) para qualquer tipo de condição de contorno [27]. 
Podemos ainda exprimir a função T7(sí,, sa) pelas seguintes relações
$(Sb Sa) dsc Ty^Sb, Sc) (sc, Sa)
=  f  dscT~1(sb} sc) T^(sc, sa). (2.11)
J c
Na verdade podemos definir T7(sí, sa) por apenas uma das relações acima, a outra 
advém do fato de que T7 deve ser simétrica como T~l . Podemos agora encontrar 
uma forma para V>(r) sobre a fronteira que dependa de T7(sfe, sa)• Para tanto, mul­
tipliquemos (2.9) por T7(sc, Sb)
Tjisc, sb)tp(r(sb)) = í  dsa T7(sc,s 6)T7"1(s6,s a)^ (r ( s a)), (2.12)
J c
integrando em dsb sobre C dos dois lados da igualdade e utilizando a relação (2.11) 
J  dsbTy(sc, s6V (r(s6)) =  J  dsa S(sc -  sa) V>(r (sa)), (2.13)
efetuando a integração do lado direito da igualdade, pela a ação da 5, teremos
ip(r(sc)) =  J  dsb T7(sc, Sb) tp{r{sb)). (2.14)
Usando essa equação no integrando de (2.10)
V»(r) =  tp(r) +  J  J  dsbdsaG0(r, r(s6))7T7(s6, sa) <p(r(sa)). (2.15)
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Com esta equação chegamos a um resultado interessante. Se de alguma maneira 
pudermos calcular T7, então poderemos obter a função de onda ^ (r) para qualquer 
lugar do espaço por simples quadraturas.
Trabalhemos então com T7, para a qual podemos derivar uma expressão em série. 
Para isso inserimos a definição de T ^ s ^ S a )  em uma das identidades (2.11), a 
primeira por exemplo,
e então resolvemos recursivamente a equação integral pelo método das séries de 
Neumann [28], o que nos fornece
Até agora discutimos o caso para um 7  constante sobre a barreira, mas finito. Para 
trabalharmos com o caso importante de um 7  infinito, primeiro achemos a relação 




Ty(St ,Sa) =  ÔÍSl - S J + J 2 (2.17)
3=1
onde
x . . .  G0(r(s2),r(si)) G0(r(si), r(s0)). (2.18)
de T7 1(sb,sa)
tirando —7 em evidência teremos
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fazendo o limite 7  —» 00 na equação acima
S(sc
7
+ G0(r(sc),r(so))ô(sb-Sa) = — dsc lim 7 Ty(sb,sc) lim
JC 7 —>00 ' 7 7 —>oc
=  ~ Jc dsc ^}^0'yT1(sb,sc) [0 +  Go(r(sc) ,r(s0))]
=  -  dsc lim [7 Ty(sb, 5C)] G0(r(sc) ,r (so))jc 'y
definindo T(sb, sa) = — lim^oo 7 T7(s6, sa), temos
8{sb- s a) =  J^dscT(sb,sc)Go(r(sc),r(sa)).
0  calculo é semelhante para a segunda igualdade, logo
5(sb - s a) = dscT(sb,sc)Go(r(sc),r(sa))
JC
= í  dscG0{r(sb),r(sc) )T (sc,sa), (2.19)
J c
por questão de simetria de Gq.
Para a equação (2.15), tirando o limite 7  —» 00
^(r) =  p(r) +  l̂im J  j * dsbdsaGo(r, r(s6))7 r 7(s6, sa) </?(r(s0))
=  ¥>(r) + JCJC dsbdsaG0(r, r(s6)) ^lim [7T7(st„ sa)] ç?(r(sa)),
pois Go(r, r(sb)) e </?(r(sa)) não dependem de 7 . Então utilizando a definição de 
T(sb,sa), temos
ip(r) = ip(r) ~  Jc Jc dsbdsaGo(r,r(sb))T(sb, sa) ip(r(sa)). (2.20)
Esta é equação de espalhamento que nos dá a função de onda ip(r) em todo o espaço
após o espalhamento da onda por uma barreira impenetrável.
Podemos verificar se (2.20) satisfaz à condição de fronteira necessária. Se fizermos 
r =  r(s) em (2.20)
V>(r(s)) =  ip(r(s)) ~ Jc Jc dsbdsaGo(r(s), r(sb))T(sb, sa) <p(r(sa)). (2.21)
utilizando (2.19) podemos escrever
1>(r(s)) =  <p(r(s)) — dsa5(s — sa) <p(r(sa)).
=  <p(r(s)) -  <p(r(s))
=  0 (2.22)
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Então, como visto anteriormente, para o caso onde temos um 7  infinito a função de 
onda se anula na barreira C satisfazendo assim a condição de fronteira de Dirichlet.
Para finalizar a introdução ao método, vale enfatizar que a equação (2.20) é 
nosso ponto chave. Analisando-a concluímos que, conseguindo calcular T  de alguma 
maneira, teremos condições de calcular ip{r) em todo o espaço. Em geral pode ser 
difícil calcular T  analiticamente. No entanto, veremos adiante um método numérico 
simples e eficiente para efetuar este cálculo. Isto faz do método um instrumento 
muito útil na obtenção de autoestados de espalhamento e estados ligados de barreiras 
arbitrárias desconexas, abertas ou fechadas.
Exemplos analíticos dos poucos casos que podem ser resolvidos podem ser encon­
trados em [14]. Citaremos aqui as equações básicas da solução analítica do bilhar 
circular a partir do método do contorno de paredes. Tal solução é interessante para 
uma posterior comparação com o resultado numérico obtido para este bilhar.
Considerando C = {(x,y)  G i 2 | x2 +  y2 =  R2}, parametrizado por 9 , teremos 
de (2.17) para T7
Ty(9",9') = 7 7-Po , ox2'  7Fi5 ( 9 " - 9 ' ) +   í ± i i _  +  2 y ----
\ l - 27r7 F0 è ( l - 27T7 Fi
cos [1(9" — 9')} , (2.23)
onde Fi = aJi(kR)Hi(kR), com a =  (2y/h2)(—i/4)
Fazendo </?(r) =  Jn(kr)exp[in9]/J\f, onde M  é uma constante de normalização e 
inserindo juntamente com (2.23) em (2.15), teremos para ^>(r)
------------ — 7TT-------------- ^ exp[in9],r < R, (2.24)
l -2 -K 1aJn{kR)Hin \ k R ) J
1>(r) = Jn(kr) +  2* 7 °[U kR )]2HW{kR) \  [ind] > R  (2 25)
AfV 1 — 2nyoJn(kR)Hn (kfí) )
Pode-se verificar pela resolução direta da equação de Schrödinger que esta é a 
solução correta para uma partícula interagindo com uma função delta radial com 7 
finito. Para 7 —> 00 temos a que parte radial de r) em (2.24) só é diferente de zero 
se kR  for uma das raízes anm de Jn, neste caso a parte radial é igual a Jn(&nmr/ R), 
que á a solução correta para um partícula presa dentro de uma região circular. Em 
(2.25) a parte radial com 7  tendendo ao infinito nos fornecerá i[Jn(kr)Nn(kR) — 
Jn(kR)Nn(kr)] /H^\kR) ,  que é a solução para uma partícula interagindo com a 
parte externa de uma parede circular impenetrável.
2.1.2 Bilhares
Os bilhares são caracterizados por uma única curva fechada C impenetrável, quanti- 
camente isto significa que a função de onda deve anular-se sobre a borda do bilhar.
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No estudo desse tipo de problema temos interesse tanto na solução de espalhamento 
na região externa como na obtenção dos auto estados do bilhar na parte interna.
Para a análise a seguir iremos assumir que a origem do sistema de referência está 
sempre localizado na parte interna do bilhar, assim, escolhendo um sistema polar de 
coordenadas, poderemos sempre parametrizar um ponto s sobre C por 0 < 9S < 2ir, 
ver figura (2.2). Nos restringiremos também a bilhares de forma convexa paxa que 
tenhamos uma correspondência unívoca entre s e 9S.
Diferentemente de outros métodos, como o “boundary integral method” [7] [8], 
que para um dado problema de fronteira fechada tem-se que calcular duas expressões, 
uma para a parte externa e uma para a parte interna, aqui apenas a expressão (2.20) 
já nos fornece a solução de para as duas regiões. Se a onda incidente no bilhar tiver 
uma energia E = k2 que seja um autovalor do problema (situação de ressonância), 
a solução da parte interna será o autoestado correto do problema, caso contrário ip 
se anula nessa região.
Entender o mecanismo que leva a tal resultado tem um duplo interesse. Primeiro, 
revelar as sutilezas matemáticas do método do contorno de paredes, que o diferencia 
dos outros métodos. Segundo, dar uma nova luz sobre o problema da dualidade 
dentro/fora no estudo de bilhares [15] [17].
Então, para mostrar como o método do contorno de paredes funciona, devemos
Figura 2.2: Curva fechada formando um bilhar, com o sistema de referência interno.
Neste caso podemos parametrizar cada ponto em s por um 6S.
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Irb I < lrc I, para todo r c
Figura 2.3: Exemplo de bilhar onde podemos encontrar um refencial tal que sempre
começar listando algumas relações que nos serão úteis no trabalho.
1 . A função de Green em duas dimensões pode ser escrita como Go(r, ro) = 
(4i ) - 1 H £(k |r -  r 0|), onde H±(z) = Jn(z) ±  iNn(z), com Jn e Nn as funções 
de Bessel e Newmann de ordem n. E importante lembrar que Nn(z) diverge 
quando z —► 0.
2. Se |r0| < |r|, nós temos a identidade [29] f# (£ ; |r - ro |)  =  T,t=-oo <?í>n(ro)h[l+)(r), 
onde (pn(r 0) =  Jn(kr0)exp[-in90] e ^ ( r )  =  H ^ ( k r )  exp[m#].
3. Assuma rb(9b) um vetor posição qualquer sobre C. Se C é diferenciável em 
1*6 (Ob), então podemos escolher um sistema de coordenadas para o qual qual­
quer vetor posição r C(9C), rb(0b) < r C(6C) (ver (2.3)). Se em rb(9b), C não é dife­
renciável, podemos escolher um sistema de coordenadas onde apenas para um 
conjunto arbitrariamente pequeno de pontos sobre C, a situação rb(9b) < rC(9C) 
não é satisfeita (ver (2.4))
r b(9b) < r C(9C).
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onde fizemos $a —> 9a e sc —> 9C. Se multiplicarmos dos dois lados por (pi(ra) e 
integramos em 9a
Jc dda4>i(ra)ô(db 9a) ~  Jc j c d9ad9c
+00
E  0n(rb)/ii+)(rc)
= E  { jc j c dead9ch ^ \ v c)T{9C)9a)U^a))<l>n[vb). (2.26) 
Como (2.26) deve valer para todo /,
I i l c l c  d6ade° ^n+)(r c) m ,  0O) <Mr a) =  (2.27)
4. Qualquer função bem definida no IR.2, solução da equação de Helmholtz, pode 
ser expandida em termos de um conjunto (j>i(r). Como ip obedece a equação de 
Schrödinger para a partícula livre com energia E  =  k2, nós poderemos sempre 
escrever
</>(r ) =  E c<<Mr )- (2-28)
Figura 2.4: Exemplo de bilhar onde podemos encontrar um refencial tal que para 
um dado conjunto de pontos r b(0b) < r c(0c).
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Podemos ainda dividir a (2.28) em duas partes
(2.29)
i= {P}
Em (2.29), a primeira parte representa a soma máxima de termos (a partir da 
série original) que se anulam identicamente em qualquer ponto da fronteira C. 
Logo, a segunda parte não pode se anular em toda a fronteira, caso contrário 
teremos a solução trivial cp =  0. Obviamente, se não temos uma partição da 
série de (j>i em <p que se anule em C, o conjunto p é vazio e voltamos a equação
I. Caso in terno  e o m ecanism o de filtro
Para o caso interno considere um sistema de coordenadas r  =  (r, 6) tal que r  < rb(6b), 
para qualquer 6b. Utilizando as considerações feitas nos itens anteriores em (2.20)
verdade, o conjunto {p} deve ser vazio, pois, este conjunto engloba os termos do 
somatório que se anulam sobre C e resolvem corretamente a equação de Schrödinger, 
o que contraria a suposição inicial de que k não pertence ao espectro de energia do 
bilhar.
Fazendo a soma do conjunto {p} igual a zero em (2.30) teremos
(2.28).
Utilizando as expansões para p(r) em todo o espaço e para p(ra) sobre a barreira
1 c r
V »(r) =  E  4 > n ( r ) —  /  debdeah{̂ \ Y b)T{db,ea) X
x ci4>i(ra) +  ct<f>i(ra) ■ (2.30)
L M p > l={q}
Suponhamos inicialmente que E  =  k2 não é uma autoenergia do bilhar. Se isso for
~T"OQ 1 f f
^ (r ) = 5Z Ĉ í( r ) -  ^n(r)— £  £ d M 0 a ^ +)(rfc)T(06,0o) ^  cl4>l(ra)
+00 l r r
=  J 2 ci M r ) ~  ^ n i r ) — ddbddah(̂ )(rb)T(eb,e a) M ra)
I l—í „ \  n = -o n  42 Je JCi i={q} n= -°°
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usando (2.27)
^ (r) =  J2d<t>l(r ) -  E  53 cl4>n{v)Ôni
i l={q} n=-oo
=  E c*<Mr ) -  53 ci<Mr )
/ í={9}
Como {p} =  0, o conjunto {9} abrange toda a expansão de <p(r). Então ^(r) =  0, 
quando E  não é uma autoenergia do bilhar.
Se E  ê uma autoenergia do bilhar, então ip pode ou não ser separada na forma 
dada acima. Se {p} for vazio, teremos novamente a solução ip(r) =  0. Entretanto,
se pudermos fazer a partição da soma como feita acima, a equação (2.30) nos leva
ao seguinte resultado
V>(r) =  <p(r)- ]T  <t>n{r )— / / debdeah ^ \ v b)T{eb,6a) ]T  ci<f>i{ra) -
n=-oo 42 JC Jc i={p)
+°° 1 r r
E  A -M tt /  /  debdeat í - * \ n ) T ( e M  E  <**(■•„)
n =-oo 4Z JC JC l={q}
Pela nossa partição, a primeira integral deve anular-se sobre a barreira, uma vez que 
a integração corre sobre esta, então
+00 1
^>(r) =  <p(r) — 53 ^n(r)— / / d M ^ ^ +)(r6)T(06, 0a) ^3 Q0/(ra)
n=—oo 4* Jc Jc J={9}
Utilizando (2.27), como na demonstração anterior, teremos
V>(r) =  <p(r) -  c/<Mr ) =  E  Q0/(r )> (2-31)
i={g} l={p}
que é a solução correta para a parte interna do bilhar.
Desses resultados obtidos para a parte interna do bilhar podemos concluir que 
a integral na equação (2.20) funciona como uma tipo de “filtro matemático” que 
age extraindo qualquer parte da onda incidente que se anule na fronteira, deixando 
a parte restante inalterada. Se escolhermos uma função de onda incidente <p(r) 
adequada e formos mudando o valor de seu número de onda incidente k , podemos 
eventualmente encontrar os autoestados corretos para o problema interno do bilhar. 
A forma adequada da onda incidente para obtenção de tal resultado tem a ver com 
a simetria do bilhar.
+00
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II. Caso ex terno  e a  m atriz  S
Os resultados acima não se aplicam ao caso externo, pois não podemos mais afirmar 
que sempre teremos um sistema de referência em que r < rb(9b) para qualquer ponto 
de C (lembrando que o sistema de referência escolhido está colocado dentro do bilhar). 
Logo, não poderemos mais usar as expansões para Gq como feito anteriormente, o 
que invalida o cálculo feito no item I para o caso externo a ser estudado agora. 
Entretanto, uma situação interessante é quando, para qualquer rc(9c), temos r  > 
rc(9c). Então, do item 2 das nossas relações úteis, podemos escrever Gq da seguinte 
forma
1 -t-oo
G o(r,rt) =  -  £  U n W \ r )  (2.32)
Substituindo Gq em (2.20)
4 iL 71——OO
t/>(r) =  <p(r) ~  Jc Jc d0bdea [ ^  £  (u>)^+) (r) T(9b,9a)ip(r(9a))
= ¥>(r ) h £ \ r )  j c Jc d0bd9aM n)T(9b ,  9a) <p{x{9a)). (2.33)
Na forma usual do formalismo de espalhamento da matriz 5, a forma assimptótica 
de uma função de onda de energia E = k2 é dado por
Tpi{r) = h \~ \ r) +  £  Sin{k) h ^ {  r). (2.34)
n
Se fizermos cp(r) =  h \~ \ r) em (2.33) e lembrando que T(0a,9b) = T(9b,9a), de uma
comparação direta com (2.33) temos que
Sin(k) = - j i j c j c d9bd9ah \ - \ v b)T{9b,9a)4>n{va). (2.35)
A relação encontrada acima é exata e estabelece uma conexão direta entre o método 
do contorno de paredes e o formalismo da Matriz S. Como podemos calcular T  
numericamente com boa precisão para qualquer forma de fronteira C, esse pode ser 
um método muito útil na obtenção da matriz S  para bilhares arbitrários.
2.1.3 Dualidade dentro/fora
Uma característica muito importante dos bilhares é a chamada dualidade dentro/fora 
[15] [17] [30]. Na sua versão fraca, a dualidade dentro/fora pode ser exposta rigorosa­
mente da seguinte maneira [15]. Considere um bilhar C o qual possui uma fronteira 
diferenciável por partes até segunda ordem. Considere os autovalores exp[—iAj(A:)],
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com as fases de espalhamento Xj € [0, 27t), da matriz de espalhamento S(k) do pro­
blema externo. Se exatas m  fases de espalhamento de S  convergirem para 2ir pela 
esquerda para k —> kj, também pela esquerda, então o bilhar tem um autovalor k|  m  
vezes degenerado. A proposição inversa também é verdadeira. Um ponto interessante 
da formulação acima é que, embora a autofase se aproxime de 27r quando k —> kj, 1 
não é necessariamente um autovalor de S(kj), se ele o for, temos exp[—iXj(kj)] = 1, 
que é a forma forte da dualidade dentro/fora.
I.Autovalores da matriz S e os autovalores do problema interior
O operador de espalhamento para problema de bilhar é dado pela forma matricial 
na equação (2.35). Para um dado A;, façamos {cji(k)} ser o conjunto de coeficientes 
do j-êsimo autovetor de S(k)  em tal representação. Nós temos então
E  Sin(k)cjn — exp[—i \ j ( k ) ] c j i .  (2.36)
n
Como S  é unitária, segue-se que
E  c*jnSni{k)  =  e x p l - i X j i k ) ] ^ ,  (2.37)
n
onde c* =  c*(k). Substituindo (2.35) na equação acima
£ 4 S In(fc) = ^c*j l [ -± J c Jcd6bd0ah\-\rb)T (9b,9a)Mra)
= C*lh{r \ r b) T(db, da) 4>n{va)
= exp[—i \ j ( k ) ] c * n (2.38)
Multiplicando (2.27) por c*h arrumando os índices e somando em l temos
=  T  í í  ddbd6a E c > í +)(r6)T (^,0a)0n(ra). (2.39)
 ̂ Tt X J C J c j'
Substituindo c*n em (2.38) e utilizando-se de alguma álgebra teremos
^ J c JcM>d0a E cjz [ e x p l - i X j i k ^ h ^ i r h )  -  hí- ) (r 6)] T(6b,9a) <j>n(ra) = 0. (2.40)
Como a equação acima deve valer independente de n
E 4  [ e x p [ - i \ j ( k ) ]h ! i+){Tb) -  h[_)(r6)] =  0. (2.41)
i
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Podemos deixar a equação acima em outra forma utilizando-se das relações (r;,) = 
^^(kr^expli ldb]  e (f>t{rb) = Ji(krb)exp[—iWb].
h\±\ r b) = H ^ ikr^expy iW ^
— [Ji(krb) ±  iNi(krb)] exp[iWb}
=  (f)i(rb) ± iN i(krb)exp[iWb). (2.42)
Utilizando este resultado em (2.41)
£ 4  {exp[-i\j(k)} [tf (rb) +  iNi(krb)exp[iWb}\ -  [ tf(r6) -  iNi(krb)exp[ildb]]} = 0
i
Rearranjando os termos
£ 4  { ( exP[~iXÁ k)} +  1) +  * (exp[- i \ j{k )] -  1) I  <t>í(n) = 0. (2.43)
Assumamos agora que quando k —» kj as autofases convergem para 2ir. Tomando 
tal limite em (2.43)
£  c*ji zAj(/c)] +  1) +  i {exp[-i\j{k)] -  1) J t f  (r&) = 0. (2.44)
Para cada l em (2.44), efetuando o limite, vezes o termo entre {} assume um 
valor constante dji, pois o segundo termo entre chaves anula-se e o valor do limite 
independe do valor de rb sobre a borda do bilhar. Consideremos então uma expansão 
do tipo
■Mr) = E  < W M , (2-45)
l
com k =  kj. Tal expansão satisfaz a equação de Schrõdinger na parte interna e se 
anula para qualquer ponto sobre C, como podemos ver fazendo r  =  r a em (2.45). 
Então $ j(r) é um estado ligado do problema do bilhar com um autovalor Ej = kj. 
E interessante salientar que essa solução para o problema interno foi obtida através 
das soluções de espalhamento da região externa, o que reforça a relação entre as duas 
soluções.
Podemos mostrar também que a recíproca é verdadeira. Para tanto, suponhamos
um autoestado do bilhar dado por tf,(r) =  dj i$  (r), com autovalor k = kj. Nós
temos que
Sin -  Sin(k) = ^ J c Jc d6b dea [h\+) (r6) +  (r6)] T(6b, 0a) t f ( r a)
=  j J c f c deb dda t f  (r6) T(6b, 0a) 0n(ra), (2.46)
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onde utilizamos (2.27) e (2.35). Consideremos então 
 ̂ v djl [ôin Sln (&)] — djn ^  ] djiSin(k)
l l
í  í  de6 dda Y  duti  (r6) T(db) ea) 4>n{ra) 
j  C J C ;
com k < kj. Este é um ponto importante, visto que, se fizermos k =  kj não podere­
mos inverter a ordem do somatório e da integral na equação acima, pois isto anularia 
a integral. Tomando o limite da equação quando k —> kj ficamos com
Podemos observar que o conjunto {djn} não é necessariamente um autovetor de S, 
visto que não tomamos a igualdade em (2.47).
II. O princípio da transparência e a versão forte da dualidade dentro/fora
Para melhor vermos a relevância dos autovalores da matriz S  na relação entre as 
soluções interna e externa, consideramos em (2.34) a soma ^ ( r )  =  J2i Cji^ii*) (com 
{o,;} um conjunto de autovetores de S)
pois dji =  c*t em (2.44), considerando um vetor posição qualquer, e não mais somente 
sobre a barreira como anteriormente. Então, para k = kj, 4>j(r) é uma solução do
lim dj n - J 2 d j i S i n(k)
k-*kj
í  í  ddbdea J > * # ( r 6)T(06,0a)0 n(ra) =  0
J C J C ^
pois J2idji(f)*i(rb) =  0, de (2.44). Então
lim Y  djiSin(k) -> djn- (2.47)
Os autovalores de S  são do tipo exp[—iA(/c)], o que implica que X(k —> kj) —> 27r.
Y  c*jiMr ) =  5T c*jihi }(r ) +  Y  H  c*jiSin(k) hl+)(r) (2.48)
l l n l
utilizando as relações (2.38) e (2.39) na equação acima teremos
^ ( r ) =  l t l c*jih<i V )  +  exp[- i \ j }Y c* i  hí+)(r). (2.49)
(2.50)
29
problema interno. Fazendo agora k = kj (exp[—iXj] = 1 , exatamente) para a equação
(2.49)
i
'V r ) = £ cíl h<i ' (r) + h^Ur)
= E 4 « « ,  (2.51)
l
onde, mais uma vez, utilizamos as relações para Ho, listadas no início da seção.
Vemos dos resultados acima que as duas expansões para 4/ e <£ têm a mesma 
forma. Concluímos então, que a solução d>(r) para os autoestados do bilhar pode ser 
expandida para a solução de espalhamento 4/(r), isto é, nós temos uma única solução 
para a equação de Helmholtz que é válida em todo o espaço IR.2 e satisfaz a condição 
de contorno de Dirichlet sobre C. Esta é a versão forte da dualidade dentro/fora 
para bilhares planos.
Esta característica do método do contorno de paredes está relacionada com a 
idéia de transparência discutida em [15] [16]. Se escolhermos uma função de onda 
incidente <f>(r) apropriada de energia igual a uma energia de ressonância do problema 
interno do bilhar, o obstáculo torna-se transparente para a onda.
Por outro lado, se k não for exatamente um autovalor de energia do bilhar (os 
autovalores de S  não forem exatamente iguais a unidade), a transparência não funci­
ona. Isto parece contradizer a equação (2.15). Aparentemente, se escolhermos uma 
solução qualquer cp(r) que se anule sobre a barreira C, ela será transparente para 
t/>(r), sem que levemos em consideração os autovalores de S  na escolha. Entretanto, 
devemos observar o seguinte, na nossa formulação inicial supusemos que <p(r) é uma 
função bem definida em todo o IR2. Na versão fraca da dualidade dentro/fora, o 
autoestado do bilhar não pode ser expandido para todo o R2 (ou por ser ela não ser 
unívoca [15] [16] ou não ser limitada [4] no exterior do bilhar), então neste caso não 
podemos escolher esta forma para a onda incidente <p(r). Consideremos um autoes­
tado da região interna ou um estado de espalhamento da região externa que se anula 
na barreira do bilhar, mas que em nenhum dos casos pode ser estendido para todo o 
plano, do tipo (2.28), truncando a série em algum L finito
<é|(L)(r) = Y  r). (2.52)
l = - L
Para um L fixo, r) é uma solução válida para a equação de Helmholtz em todo 
o plano, logo ela pode ser escolhida como a equação da onda incidente em (2.15).
Se fizermos L —> oo, r) se anula sobre a barreira C e então r) —> < î_>00)(r).
Se a série representar um autoestado do bilhar, então, para r ’s internos ao bilhar, 
converge para o resultado correto. Este resultado se aplica também se, no início da 
análise, escolhermos um autoestado de espalhamento, com a observação que agora
30
estaremos tratando de r ’s externos, obviamente. Porém, na região complementar do 
plano a que escolhemos inicialmente, a série não converge, então ip(r) também não 
convergirá para uma solução do problema, que não poderá ser expandida para todo 
o espaço. Temos assim uma quebra no princípio da transparência.Um bom exemplo 
disto é o bilhar “cake like” que é discutido em [16].
de paredes é conseguir calcular T  sobre a barreira espalhadora C e inseri-la em (2.15), 
obtendo assim a função de onda esplhada em todo o espaço. Foi visto durante o 
desenvolvimento que, apesar de a formulação do método não ser complicada, são 
poucos os casos que apresentam fácil solução analítica.
Veremos aqui como utilizar os resultados obtidos na secção anterior a fim de obter 
uma abordagem numérica do método que utilizaremos então para a solução dos casos 
de difícil solução analítica.
Na equação (2.8) dividimos C em N  partes, (ver figura (2.5)), tomando
então a integral sobre cada elemento j
2.2 Tratamento numérico




Figura 2.5: Discretização da curva C.
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onde Sj é o ponto médio do segmento Cj e, por uma questão de simplicidade, fizemos 
7 constante sobre a barreira. Fazendo r(sj) =  r j e r  =  17
N íV>(ri) = <p (tí) +  /  ds^Go{Ti)rj )^{Yj )
i=i JCi 
N
=  (P{ri) + '5 2 lMi M rj)> (2-54)
3=1
onde fizemos My =  fc . dsGo(ri,Tj).
Se T =  ..., ^(rjv)) e $  =  (<̂ (r i ) > <£>(17/)), teremos então
T =  T + 7 MT.
Depois de alguma álgebra podemos encontrar, a partir desta equação, que
T = <f> [I -  7 M]- 1 ,
se multiplicarmos ambos os lados por 7
7 #  =  TT, (2.55)
onde fizemos T  =  7  [I — 7 M ]-1, que é a forma discretizada da matriz T. Podemos
chegar a esse resultado também a partir da equação (2.9). Temos das equações acima
que
7 * , =  (T i) , =  7 E [ ( I - 1 ' M r ll . . * í , (2.56)
j - i 1
onde Ti =  ^ (r,) e Tj =  <fr(rj). Então, 7 t/>(r(sj)) =  7?/>(rj) =  7 ^ .  Substituindo 
7 Tj =  (TT)j em (2.54)
ijj{v) «  p(r) + Y ,  í  dsGofarM Ttyj .  (2.57)
3=1 JCi
Utilizando a “aproximação por valor médio” para a resolução da integral e definindo 
Aj como o volume de Cj
«  <p(r) + ' £ lGo(T,Tj )&j (T$) j . (2.58)
3=1
Esta é a aproximação numérica para ip(r) em todo os espaço para 7 finito. Vimos
que para o cálculo de M  temos
Podemos resolver essa integral para M da mesma maneira feita logo acima para ip, 
logo
M ij ta G o(r„  r^ A j  (2 .60)
No problema no qual é focado nosso estudo, espalhamento em duas dimensões, esta 
aproximação trará problemas quando i =  j ,  pois neste caso, teremos que analisar a 
função de Neumann N (kr ) em r =  0 (r =  [r» — rj |), situação na qual ela diverge. Por 
este motivo, teremos que calcular explicitamente a integral (2.59) para os elementos 
da diagonal de M.
Para a situação em que 7  —> 00, T  —> M -1 (ver forma de T), então de (2.58)
</>(r) «  (2-61)
i=i
que é a equação para a autofunção ^ (r) de uma partícula livre interagindo com uma 
região impenetrável C.
Uma análise para a performance do método utilizando a forma (2.59) e (2.60) na 
obtenção de M  pode ser checada em Luz et aí[14]. Nesta análise pode-se ver que 
aproximações numéricas feitas aqui funcionam muito bem para os nossos propósitos, 
deixando o método fácil e rápido na sua execução computacional.
A princípio (2.61) se aproxima da solução exata para ^ (r) à medida que N  —► 00. 
Temos então que saber escolher N  de modo que ele seja grande o bastante para 
satisfazer tal limite e, ainda assim, não tão grande a ponto de comprometer o uso 
computacional do método. Um meio de fazermos essa escolha é observando que o 
método traz bons resultados para uma XN/l (comprimento de cada segmento da 
fronteira l /N  por comprimento de onda À =  2ir/h) maior que 101 [14]. Então, para 
um certo número de onda k incidente que estamos utilizando, escolhemos N  tal
que satisfaça a condição descrita acima. Isto fará com que no limite levemos nossa
solução discretizada de if) à solução correta.
2.3 Exem plos numéricos
Nessa seção serão mostrados cálculos numéricos efetuados para as formas de bilhares 
mostradas na figura (2.6) a partir do método do contorno de paredes, mais o caso 
do círculo. Como visto anteriormente, a maneira como desenvolvemos o método é 
direcionada às soluções de bilhares convexos, o que restringiria o seu uso a essa classe 
de bilhares apenas. Porém, aplicaremos também o método aos bilhares côncavos e 
veremos se os resultados são satisfatórios.
O que diferencia os vários tipos de bilhares é a integrabilidade. Esta característica 
refere-se a dinâmica clássica de uma partícula na região interna do bilhar.
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Em problemas de bilhares analisados quanticamente, as propriedades da função 
de onda e da estatística dos níveis de energia são muito diferentes se o sistema for 
integrável (como o círculo e o quadrado) ou caótico (como o Stadium de Bunimovich 
e o Bilhar de Sinai) [4]. Isto, logicamente, irá influenciar nossos resultados. Na figura 
(2.6) temos (a) integrável, (b) e (c) caóticos [31] e (d) pseudointegrável [32] (bilhar 
regular classicamente mas que apresenta características caóticas quando quantizado).
Antes de iniciar a análise numérica, é interessante apresentar uma ferramenta que 
o método do contorno de paredes fornece para encontrar os espectros de energias 
dos bilhares. Por enquanto veremos apenas como proceder com tal ferramenta para 
obter tais energias, para posteriormente entenderemos como esta funciona.
Apartir das análises analíticas feitas à cerca do método é intuitivo, que, podemos 
retirar informações sobre as energias de ressonância dos bilhares a partir da análise 
de gráfico que mostre a variação de um dos elementos da matriz T  com o número 
de onda k. A partir de gráfico deste tipo, podemos esperar que os autovalores 
k = y/Ê  possam ser encontrados à medida a matriz T  passe por alguma mudança 
de comportamento observável nas ressonâncias. Para bilhares facilmente solúveis 
como o círculo e o quadrado essa característica não tem muita relevância, porém, 




Figura 2.6: Formas dos bilhares discutidos nos exemplos.
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Nessa seção, nos restringiremos a bilhares impenetráveis (7 —> 00) em duas di­
mensões, focalizando as atenções sobre a matriz T  e sobre a função de onda ip(v), 
dadas por M -1 e (2.61), respectivamente. Nas análises estamos interessados nas 
amplitudes relativas das funções, então apresentaremos \'ip(r)\2 e \T\2 normalizados 
para seu máximo valor ser igual a 1 ,0.
O valor de N  utilizado varia de caso para caso. Como vimos, esta escolha depende 
do tamanho do bilhar e do valor do número de onda k utilizado. Quanto maior 
(menor) o bilhar e menor (maior) k, maior (menor) deve ser N  para que C se comporte 
como uma barreira impenetrável. A região do espaço em que se encontra o bilhar é 
discretizado de modo a ter dimensão N  x N.
Em todos os gráficos as partes mais claras referem-se aos elementos de maior 
intesidade (da matriz e da função de onda) enquanto que os elementos de menos 
intesidade são repesentados por pontos mais escuros nos gráficos, oque gera uma 
escala de tons que vai do branco a o preto passando por tons intermediários para os 
elementos de intesidades medianas.
Como assumimos também, por simplicidade, que h =  2// =  1 , a energia é dada 
por E  =  k2.
A menos de mencionado o contrário, foram usadas ondas planas, tp(r) =  exp[i(kxx+ 
kyy)\ onde k2 = k2 -f k2 com kx = k cos[$] e ky =  fcsin[0], sendo 9 o ângulo de in­
cidência da onda no bilhar, dado por tan# =  Esta escolha faz sentido na medida 
que as ondas planas têm grande relevância no estudo do caso da partícula livre.
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2.3.1 Círculo 
Começaremos a discussão dos exemplos numéricos calculados através do método do 
contorno de paredes com o caso da barreira circular. Como vimos no decorrer do 
capítulo, o círculo é um caso interessante visto sua resolução analítica através do 
método de contorno de paredes ser possível. 
Todos os círculos possuem r = 1, O, centrados em O, O e a onda incide no bilhar 
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Figura 2.7: Gráfico de (a) ITl2 e (b) corte em Tii parai= 400 com k = 2,4840, 




Figura 2.8: Gráfico de (a) l7/J(r)l 2 e (b) corte em l7/J(r)l 2 para y =O com k = 2, 4840, 
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Figura 2.9: Gráfico de (a) ITl2 e (b) corte em Tii parai= 400 com k = 4, 00. 
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Figura 2.11: Gráfico de (a) ITl2 e (b) corte em Tii parai = 400 com k = 5, 5201, 
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Figura 2.12: Gráfico de (a) l't/J(r)l2 e (b) corte em l't/J(r)l2 para y =O com k = 5, 5201, 
segunda raiz de Jo. 
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Várias informações interessantes podem ser retiradas dos resultados obtidos nu­
mericamente para o bilhar circular. A mais evidente, e importante, é a concordância 
da solução analítica, exposta no fim da subseção (2.2.1), com a numérica que pode 
ser observada nas figuras (2.8)-(2.12). Em (2.8) e (2.12) excitamos dois autoestados 
consecutivos do bilhar circular, as primeira e segunda raízes de Jo, respectivamente. 
Observando seus cortes nos gráficos da função de onda ip(r) para estes estados, po­
demos ver claramente que, na região interna à barreira, a função de onda é uma 
solução tipo função de Bessel [27] [28]. Em (2.10) a onda incidente possui um número 
de onda k com valor entre as duas primeiras raízes de J0. Esta não é solução do 
bilhar circular, então a solução dentro do círculo é nula, como era de se esperar, 
pois, nesta condição, nenhum estado pode ser excitado.
Analisando a matriz T, podemos ver que esta é simétrica e os elementos de sua 
diagonal (i = j)  são maiores do que os de fora (i ^  j). No caso em que há ressonância, 
a diferença entre os elementos pertencentes e não pertencentes à diagonal diminui 
dráticamente, como será melhor visto na análise dos próximos bilhares. Esta pode ser 
uma ferramenta importante para o estudo de bilhares, visto que o cálculo da matriz 
é muito mais rápido computacionalmente do que o cálculo da função de onda, e de 
suas propriedades podemos extrair muitas informações relevantes sobre o sistema.
39
Como citado anteriormente, um método de encontrar as ressonância de um bilhar 
é analisando o comportamento de um dos elementos da matriz T  à medida que 
variamos o número de onda k. Observando T, vemos que seu comportamento muda 
quando k é um autovalor do bilhar. Logo, se observarmos em um gráfico |Ty| x k (com 
i e j  fixos) essa mudança de comportamento de T  poderemos encontrar os autovalores 
de seu espectro.Para o bilhar circular isto é mostrado na figura (2.13). Nesta podemos 
facilmente observar que as ressonâncias “caem” nas “descontinuidades” do eixo k,
S
que é solução da parte interna do bilhar circular. E interessante ressaltar que nos 
cálculos numéricos efetivados foi utilizada a sequância de raízes de Jq, porém oque 
aparece no gráfico é sequência de raízes de Jn, que é a solução correta para o espectro 
de energias do bilhar circular.
Para bilhares facilmente solúveis, como o círculo e o quadrado, essa característica 
não tem muita relevância, porém ela torna-se importante em bilhares mais compli­
cados de se obter o espectro de energias analiticamente.
Através dos cortes em |^ ( r )|2 para os valores de k mostrados podemos avaliar a 
“escolha” feita para o número de onda k. Em todos os casos a onda fora do bilhar 
é muito menor que as autofunções na região interna. Esta diferença indica o quão 
acurados fomos na obtenção do autovalor associado a tal autofunção. Quando maior 
a diferença, maior o sucesso que tivemos na determinação do autovalor, pois só com 
o valor exato de k a solução correta na região interna é conseguida.
Essas características iniciais aqui citadas são melhor observadas nos outros bilha­
res estudados, visto sua maior complexidade.
2.3.2 Quadrado
O caso do bilhar quadrado, assim como o círculo, tem bastante interesse na medida 
que conhecemos sua solução analítica da literatura, têm-se assim o seu espectro de 
energias de ressonância a disposição. Com esse bilhar podemos fazer mais uma vez 
vários testes a cerca do funcionamento do método e de seus resultados numéricos, 
antes de passar para bilhares mais complicados.
Dentre essas análises é interessante verificarmos a influência da escolha da função 
de onda incidente <p(r) no resultado para a relação entre a solução externa (de es­
palhamento) e a solução interna, no caso da análise do princípio da transparência. 
Verificaremos também como o método se comporta no caso da superposição dos 
autoestados degenerados do bilhar.
Para o bilhar quadrado o número de onda k é dado por k = iry/m2 + n2, onde 
kx — mn e ky = mr.
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Figura 2.14: Gráfico de (a) ITl2 e (b) corte em Tii parai= 40 com k = 90, 235114. 
Ângulo de incidência da ressonância m = 10, n = 27 
(a) (b) 
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Figura 2.15: Gráfico de (a) l'l/J(r)l2 e (b) corte em l'l/J(r)l2 para y - 0.7825 com 
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Figura 2.16: Gráfico de (a) ITl2 e (b) corte em ni parai= 40 com k = 90, 453866 
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Figura 2.17: Gráfico de (a) l7/J(r)l 2 e (b) corte em l'l/J(r)l2 para y = 0.1575 com 
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Figura 2.18: (a) Gráfico 3d da parte interna do bilhar e (b) comparação de um corte 
na região interna do bilhar com sin 2 [kxx] sin 2 [kyy] para k = 90, 453866 (m = 10, 
n = 27) em y = O, 1575. 
Como vimos no caso do círculo, certas características se sobressaem na análise 
da matriz T quando esta é observada em um caso em que a onda incidente é uma 
autoenergia do bilhar ou em um caso em que o k não pertence ao espectro de ener-
gia deste. Essas características se mostram muito mais pronunciadas no quadrado, 
visto sua diferente simetria, o que fará a matriz T adotar um comportamento mais 
acentuado. No caso fora de alguma ressonância, temos a matriz T com os elementos 
da diagonal muito maiores que os de fora, enquanto, em caso de ressonância, essa 
diferença entre os elementos diminui drasticamente. Podemos perceber também que, 
na ressonância, a diagonal principal é muito mais "fina" do que nos casos em que k 
não é um autovalor do bilhar. Há também uma diferença significativa na "figura" 
formada pelos elementos da matriz. No caso de ressonância há uma certo padrão, 
padrão esse que vai desaparecendo a medida que vamos alterando o número de onda 
k, e assim nos afastando do k pertencente ao espectro do bilhar. 
Como já dito antes, essas características se tornam muito úteis na obtenção do 
espectro de bilhares que não tem sua solução analítica de fácil obtenção. Variando 
k podemos, a partir da análise apenas da matriz T, ter o espectro de autovalores de 













Figura 2.19: Gráfico de (a) ITl2 para k = 90,453866 (m = 10,n = 27) e()= 90º. (b) 
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Figura 2.20: Gráfico de (a) l'l/J(r)l2 e (b) corte em l'l/J(r)l 2 para k = 90, 453866 (m = 





Figura 2.21: Gráfico de (a) ^ ( r )!2 e (b) corte em ^ ( r )!2 paxa k =  90,453866 (m 
10,n =  27) com ângulo de incidência de d =  90°, em y =  0,5.
Um problema depois de encontrarmos o A: de ressonância a partir da análise da 
matriz T  é saber o ângulo correto de incidência da onda para a excitação do estado 
correspondente a tal k, pois como a matriz não carrega informação a cerca da direção 
de incidência da onda, apenas de seu módulo, não temos indícios através dela de 
como separar k entre kx e ky. Como podemos ver em (2.19a) a matriz é mesma 
para o espalhamento no ângulo correto, mostrada anteriormente. Aqui o gráfico de 
densidade foi feito para o ângulo de incidência de 90°. Em (2.19b) temos dois cortes 
em \T\, um para o ângulo de incidência de 0°e o outro para 90°, respectivamente. 
Para os dois ângulos de incidência a matriz T  é idêntica. Em (2.20) e (2.21) podemos 
ver que se a onda não incide com o ângulo correto não conseguimos excitar o estado 
correspondente à energia da onda.
Este problema não é exclusivo do estudo do bilhar quadrado devido a presença 
de autovalores degenerados. Ele apresenta-se para os outros bilhares também, já que 
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Figura 2.22: Gráfico de (a) |^ ( r )|2 com uma onda inciente tipo cos[/cxx] sin^y ] e
(b) dois cortes em IVK1*)!2 em V =  —0,1875 e y =  0,2825 (de cima para baixo). 
k =  90,453866 (m =  10, n =  27).
Na figura (2.22) fizemos uma onda incidente do tipo cos[fcxcc]sin[fcj,y]. Sabemos 
que a solução para a parte interna do bilhar quadrado é uma combinação de senos, 
logo, no processo de filtro da matriz T  serão retirados todos os componentes da ex­
pansão da função de onda incidente, fazendo com que ^ (r) seja nula na região interna. 
Na figura (2.23) mudamos a onda incidente para uma onda do tipo sin[fcxx] sin^y], 
em contraste com o caso anterior, nesta situação a função de onda incidente tem 
a mesma forma da solução interna do bilhar. Estes dois casos exemplificam bem a 
propriedade de transparência dos bilhares. No primeiro caso a solução não pode ser 
expandida para todo o espaço, visto que a onda incidente não tem uma forma seme­
lhante à solução interna. Já no segundo caso, a solução interna e a onda incidente 
têm a mesma forma, logo podemos estender a solução interna para todo o espaço, 
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Figura 2.23: (a) Gráfico de |^>(r)|2 com uma onda inciente tipo s in ^ z ]  sinffĉ ?/] e
(b) dois cortes em |^ ( r )|2 em y = -0,1875 e y =  0,2825. k =  90,453866 (m =  10, 
n =  27).
E stado degenerado - Superposição de au toestados
Devido a sua simetria, o bilhar quadrado tem muitos estados de energia degenerados. 
Seus vetores número de onda são dados por k =  Tcy/m2 +  n2; uma vez, que trocando 
m  por n, ou vice-versa, temos o mesmo valor de k, a energia do estado será a mesma, 
mudando a direção da onda incidente, pois k = kxi + kyj.
Se temos ip(r)nm, superpondo os estados teremos
lp(r)s =  CnTn4̂ (j )̂nm 4” Cn,TO/^(^)n/m,• (2.62)
No caso em que nos ateremos, n' =  m e m! =  n, então
V (̂r)s =  cnrn̂ (r) nm + CmnTpi r) mn* (2.63)
Para quadrado, com lado igual a 1, temos que Cnm é dado por
Cnm =  2 í  sin[rarx] exp\ikxx]dx í  sin[m7ry] exp[ikyy]dy 
J 0 J 0
( ^ s ? [(“ i r e x p [ i y “ 1) -  (2,64)
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Da equação anterior vemos que trocando n por m, ou vice-versa, temos a mesma 
forma para Cnm, logo 
'lf;(r)s = C~m('l/J(r)nm + 'lf;(r)mn) (2.65) 
e 
(2.66) 
Na figura (2.24) temos em (a) o cálculo numérico da superposição dos estados 
10 x 27 e 27 x 10 (m = 10 e n = 27, e vice versa, mesma ressonância mostrada 
anteriormente para a ressonância do quadrado) para a parte interna do bilhar. A 
onda incide no bilhar com um ângulo de 45º, que está exatamente no meio dos dois 
ângulos de incidência para as ressonâncias degeneradas, tan-1[10/27) e tan-1[27/10). 
Em (b) é mostrado a comparação entre a solução numérica e a analítica. Podemos 
ver que praticamente não há diferença entre as duas soluções. 
(a) 
X 
Figura 2.24: (a) Gráfico de da superposição de estados em l'l/J(r)l 2 no caso degenerado 
10 x 27 /27 x 10, com () = 45º. (b) Cortes em várias regiões da área interna do bilhar, 
onde a solução numérica é representada pela linha contínua e a analítica pela linha 
pontilhada. 
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2.3.3 Quarto de Stadium 
Em todas as figuras o bilhar tem lado l = 1, O e quarto de círculo com raio r = 1, O, 
ver figura (2.25). 
l 
Figura 2.25: Bilhar quarto de Stadium. 
(a) (b) 
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Figura 2.27: Gráfico de (a) l1/J(r)l2 e (b) corte em l?/J(r)l 2 para y =O, O com k = 59, 55. 
(a) (b) 
1 250 500 750 1000 
J 
Figura 2.28: Gráfico de (a) ITl2 e (b) cortes em T ij em i = 500 e i = 750, respecti-
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Figura 2.30: Gráfico de (a) ITl 2 e (b) cortes em 1ii em i = 500 e i = 540, respecti-








Figura 2.31: Gráfico de (a) l'l/J(r)l2 e (b) corte em l'l/J(r)l2 em y =O, O com k = 59, 90. 
O conjunto de gráficos (2.26)-(2.27) mostra um caso em que o k da onda incidente 
não corresponde a um autovalor do bilhar. O número de onda incidente k tem uma 
diferença de apenas O, 13 para a ressonância a seguir, que é mostrada em (2.29). 
Os dois conjuntos de gráficos (2.28)-(2.29) e (2.30)-(2.31) são referentes a duas 
ressonâncias consecutivas do bilhar Stadium. 
É interessante observar a pouca variação em k para os 3 casos mostrados. Isso 
demonstra a boa resolução que podemos obter a partir do método do contorno de 
paredes, ajustando um N que satisfaça nossas necessidades (enfatizando que foi 
utilizado N = 1000, nestes cálculos). 
Analisando a matriz T, percebemos mais uma vez as características citadas anteri-
ormente. No caso das ressonâncias podemos ver que, quando encontramos o número 
de onda k que mais se aproxima do exato, os elementos da diagonal da matriz 
quase não aparecem, o que mostra o quão estreita se torna a diagonal nestes casos. 
No quarto de stadium é mais complicado encontrar as ressonâncias nesta região de 
números de onda k mais elevados, devido a grande densidade de autoestados nessa 
região do espectro, que se deve também a sua natureza caótica. 
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Comparação com outros cálculos 
Aqui calculamos a matriz Te l'l/l(r)l 2 para alguns números de onda k dados por Ortiz 
e Almeida [33]. Vemos a perfeita concordância na localização das ressonâncias dadas 
no artigo citado com o resultado obtido através do método do contorno de paredes. 
Os números de onda k aqui mostrados são os que, no artigo de Ortiz e Almeida[33], 
não precisam considerar os modos evanescentes (ondas que, além da componente de 
onda plana, que oscila, possui uma componente que decai exponencialmente) em 
seus cálculos [4]. O método em [33) não tem um comportamento regular quando 
são necessários modos evanescentes, oque não ocorre no nosso caso. Quando com-
paramos nossos cálculos com resultados em [33], que exigem modos evanescentes, 
então encontramos discrepâncias. Isto é então devido ao problema de convergência 











Figura 2.33: Gráfico de (a) ITl2 e (b) l1/J(r)l2 com k = 28, 2478. 
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2.3.4 Quarto de Sinai de Bunim ovich
0  bilhar Quarto de Sinai de Bunimovich é da classe dos bilhares côncavos, ou que 
possui algum tipo de cavidade. A formulação do método do contorno de paredes que 
mostramos anteriormente é voltada à bilhares de forma geral. Porém, a abordagem 
utilizada para a prova do mecanismo de filtro, princípio da transparência e dualidade 
dentro/fora não se aplica à classe dos bilhares côncavos, pois nestes nem todas as 
quatro suposições feitas para o desenvolvimento do método são válidas. Por exemplo, 
não podemos encontrar um referencial onde tenhamos sempre r  > r s, com r s um vetor 
posição sobre a superfície. NO caso mais geral, visto na análise analítica, um único 
9, em um bilhar côncavo, não nos levará mais, necessariamente, a um único vetor 
posição sobre a superfície (o que não ocorre aqui, visto que o sistema de referência é 
colocado no centro do quadrado).
Em todas as figuras o bilhar possui lado l = 1,0 e quarto de círculo com raio 
r =  0 ,6, ver figura (2.34).
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Figura 2.35: Gráfico de (a) ITl2 e (b) corte em 1ii em i = 342 para k = 43, 01. 
(a) (b) 
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Figura 2.36: Gráfico de (a) l'l/J(r)l2 e (b) corte em l'l/J(r)l2 em y = -0, 25 para 







Figura 2.37: Gráfico de (a) l'!j1(r)l2 e (b) corte em l'!j1(r)l2 para y = 0.09 com k = 
42,97. 
(b) 
1 250 500 750 1000 
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Figura 2.38: Gráfico de (a) ITl2 e (b) cortes em Tij parai = 500 e i = 260 para 
k = 42, 70. 
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(a) (b) 
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Figura 2.39: Gráfico de (a) l7/l(r)l2 e (b) cortes em l7/l(r)l 2 em y = O, O e y = O, 18 
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Figura 2.40: Gráfico de (a) l7/l(r)l2 e (b) corte em l7/l(r)l2 em y = O, 105 para k = 
42, 39. 
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Observando os gráficos de t/>(r) podemos perceber que mesmo não sendo a prova 
do mecanismo de filtro direcionado à classe de bilhares a qual pertence o Sinai de 
Bunimovich, os resultados numéricos indicam que nestes também a matriz T  apre­
senta a propriedade de filtro. As características apresentadas são as mesmas que nos 
bilhares convexos.
Uma pequena diferença que se pode notar é na matriz T. Em (o) na figura 2.35 
uma parte dos elementos da diagonal, a partir de i, ou j ,  igual a 750, os elementos 
da diagonal se “alargam”. Este comportamento localiza-se nos elementos calculados 
sobre o quarto de círculo da figura.
59
2.3.5 Quarto de “Sinai Quadrado”
O bilhar quarto de “Sinai Quadrado” , é um caso similar ao quarto de Sinai de 
Bunimovich, analisado anteriormente. Ele também pertence à classe dos bilhares 
côncavos, onde agora muda o tipo de concavidade. Porém, devido a sua simetria ele 
é um bilhar quase-integrável (bilhar que classicamente não é caótico, mas apresenta 
caos após a quantização) [34].
Em todas as figuras o bilhar tem lado “maior” l = 1,0 e lado “menor” igual a 
ver figura (2.41).
/
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Figura 2.43: Gráfico de (a) l7/J(r)l 2 e (b) cortes em l7/J(r)l 2 em y = O, 075 e y = 
-0, 015,respectivamente, com k = 50, 349. 
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(a) (b) 
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Figura 2.44: Gráfico de (a) ITl2 e (b) cortes em Ti; parai= 450 com k = 50, 372. 
(a) (b) 
X 
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X 
Figura 2.45: Gráfico de (a) l7/J(r)l2 e (b) corte em l7/J(r)l2 para y =O, 075 e y = -0, 06, 
respectivamente, para k = 50.372. 
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No quarto de Sinai quadrado mostram-se as características principais do método 
que vem sendo observadas em todos os bilhares estudados até agora. Assim como no 
quarto de Sinai de Bunimovich, através da análise dos gráficos de ip(r) vemos que o 
mecanismo de filtro da matriz T  se mostra presente para este bilhar.
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Qualquer solução que se anule sobre as linhas de simetria de um bilhar pode ser 
solução para o problema interno.
Pode-se ver facilmente que o quarto de “Sinai quadrado” pode ser separado em 3 
quadrados menores com lado medindo o mesmo comprimento do lado da concavidade 
do bilhar original. Então, qualquer solução que se anule sobre as linhas dessa divisão, 
é soluçõe para o problema. Logo, as soluções para o bilhar quadrado devem ser 
soluções para este bilhar também, desde que escolhamos um k que respeite o proposto 
acima.
A prova do proposto acima é mostrada nas figuras (2.47) e (2.48). Nelas vemos fa­
cilmente que se completássemos o quadrado “faltante” no bilhar teríamos o quadrado 
maior completo e com sua solução interna correta. Comparando a figura (2.46) com 
os resultados obtidos para o quadrado vemos que a matriz T  do Sinai quadrado em 
uma ressonância do quadrado é idêntica a que temos para o próprio bilhar quadrado.
Ressonância do quadrado
Figura 2.46: Gráfico de (a) \T\2 e (b) corte em para i =  500 com k =  53,3146, 





Figura 2.47: Gráfico de (a) l'l/J(r)l2 e (b) e dois cortes em l7/J(r)l 2 para y = O, 21 e 
y = -0, 375, respectivamente, com k = 53, 3146, ressonância m = 12 e n = 12 do 
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Figura 2.48: Gráfico de (a) l7/J(r)l 2 e (b) e dois cortes em l7/J(r)l 2 para y = 0.21 e 
y = -0.375, respectivamente, com k = 53, 3146, ressonância m = 12 e n = 12 do 
quadrado. 
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2.4 D iscussão a cerca da interpretação física de T
Toda a idéia principal do método do contorno de paredes gira em torno da obtenção 
da Matriz T. Esta matriz apresenta certa facilidade no seu cálculo, uma vez que é 
calculada apenas sobre a barreira espalhadora em consideração. Através de simples 
análises desta matriz podemos verificar várias características do sistema que estamos 
estudando, uma vez é um objeto inerente ao formato da barreira e ao valor de sua 
energia. Partindo destas análises podemos trabalhar, por exemplo, com o caso de 
ressonâncias, a integrabilidade, a simetria e a permeabilidade.
A partir das equações de espalhamento encontradas pode ser feita uma análise 
do comportamento físico da matriz T, além da extensa análise matemática já feita. 
Na equação (2.20) temos que a função de onda tp(r), após ser espalhada, é formada 
pela soma de uma onda incidente <p(r), com uma parte espalhada tpscat(r), que in­
teragiu com a barreira. Aqui estamos interessados no comportamento de %j)scat{r), 
que caracteriza o espalhamento. Para qualquer ponto r  do espaço, tanto fora quanto 
dentro de C, a parte espalhada da função de onda é resultante da soma dos valores 
da onda espalhada por cada ponto de C. A matriz T  nesse processo age como um 
tipo de propagador da onda sobre a barreira. Para um dado s0, a matriz T  pro­
paga a “onda fonte” até um ponto s&, que então é propagado livremente até r  por 
Go(r, Tb), como vemos esquematizado na figura (2.49). Todas as colisões que acon-
Figura 2.49: Esquemas de como agem fisicamente a matriz T  e função de Green Gq 
na construção da parte espalhada da função de onda tpscat(r) para (a) r  externo e 
(b) r  interno à barreira.
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tecem entre o ponto de “incidência” a da onda e o ponto de “saída” b da barreira 
estão incluídos em T (sa, s&). Ou seja, T  não é uma quantidade perturbativa, ela já 
representa todas as contribuições dos múltiplos espalhamentos ocorridos nas paredes 
do bilhar. Na obtenção de ipscat(r) temos então que somar sobre todos os pontos es- 
palhadores iv  Neste processo, o módulo de Ty é interpretado como a amplitude de 
probabilidade do componente da onda que incide perpendicularmente à barreira em 
Si ser espalhado e virar uma “fonte” (sair) em Sj. A partir desta observação pode-se 
entender por que sempre o módulo do elemento da diagonal da matriz T  é maior 
que os elementos de fora da diagonal. Nesta situção, quando observamos o módulo 
de T, estamos analisando a probabilidade de uma partícula incidir sobre um ponto 
da barreira espalhadora e sair por esse mesmo ponto, ou seja, a probabilidade de 
reflexão neste ponto, que, logicamente, é maior que a probabilidade da partícula sair 
de outro ponto da barreira. Este princípio está particularmente ligado ao princípio 
óptico ou princípio de Huygens, assim como a própria função de Green [35], a partir 
da qual T  construída.
Da descrição acima, podemos entender o mecanismo que gera os auto-estados 
internos, quando k é um k ressonante, ou que fornece ip =  0 quando k está fora 
da ressonância. Em primeiro lugar, podemos pensar em Tij como sendo fontes 
pontuais de ondas (princípio de Huygens). Fora da ressonância, os elementos Ty 
“não estão correlacionados” de tal forma que temos fontes não coerentes, e a soma 
destas contribuições resultam em interferencia destrutiva. Já quando estamos na 
ressonância, os Ty possui um padrão característico (ver por exemplo figuras (2.16), 
(2.28), (2.35),(2.44)) e isto origina interferência construtiva, de tal forma que ip ^  0 
para o bilhar. Na verdade, o tipo de padrão de T  na ressonância reflete exatamente 
os máximos e mínimos observados na distribuição espacial dos autoestados no in­
terior do bilhar. Isto explica qualitativamente o por que dos termos de T longe da 
diagonal principal se formarem importantes nas ressonâncias.
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Capítulo 3 
Bilhares com parede permeável
Nos capítulos anteriores o trabalho desenvolvido foi totalmente direcionado aos bilha­
res com paredes impenetráveis, o que na nossa análise significa que 7 (5), o parâmetro 
que controla a permeabilidade da parede do bilhar no método do contorno de pare­
des, tende a infinito. A rigor, a maior parte das definições que temos para bilhar [16] 
exigem que a condição de contorno de Dirichlet seja satisfeita (função de onda t/>(r) 
se anule sobre a barreira). Porém, existem casos em que torna-se interessante que as 
barreiras em estudo assumam outras condições de contorno. Isto é o que ocorre, por 
exemplo, nos “soft wall billiards” [36] [37] [38]. Podemos querer que, ao invés de a pa­
rede do obstáculo espalhador ser rígida, esta tenha uma certa permeabilidade. Sendo 
assim, a função de onda r) não precisa mais anular-se sobre a parede, podendo ser 
espalhada e/ou transmitida através da barreira.
Considerar o obstáculo espalhador permeável no método do contorno de paredes 
significa que q(s) deve assumir um valor finito sobre a parede deste espalhador. Sendo 
assim, o potencial ainda se mantém agindo apenas sobre o contorno C. Podemos 
então utilizar ainda a forma (2.1) para o potencial que, como dito desde o início do 
trabalho, tem certa flexibilidade no tratamento de C, flexibilidade esta que se estende 
também às aplicações do método.
Como vimos no início do primeiro capítulo, escolhendo o;(s) =  1 em (2.1) teremos 
a forma P (r) =  fc dsj(s)ô(r — r(s)) para o potencial ao qual submetemos a onda 
que será espalhada. Essa forma de P (r) age no sentido de formar uma barreira 
permeável à onda, sendo a permeabilidade controlada por 7 (s), com probabilidades 
T  =  4k2/(4k2 +  7 (s)2) de transmissão e lZ  = ^f(s)2/(4k2 + 7 (s)2) de reflexão através 
de s. A demonstração deste fato é feita em [14].
As equações que utilizaremos aqui para a solução dos bilhares permeáveis são as 
(2.15) para cálculo de ip(r) e (2.16) para o cálculo da matriz T. Assim como feito na 
obtenção das equações citadas, nos manteremos aqui no caso em que 7  é constante 
sobre a fronteira do bilhar.
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Um caso a ser considerado em trabalhos futuros é onde 7  é finito e mantém a 
dependência em s. Neste caso ainda podemos usar (2.15) e (2.16), a única modi­
ficação que teríamos a fazer é na equação (2.18), que é utilizada no cálculo de T. 
Nesta equação existe um 7 (sj) que multiplica cada Go(r(sj), r(sj_i)). Como em tal 
desenvolvimento 7  é constante, todos os termos são iguais e saem da integral em um 
único termo 7Ú Então, se pretendermos que a permeabilidade varie sobre C basta 
que mantenhamos a dependência em Sj para o fator 7  nesta equação, o que não trará 
muitas complicações a mais aos cálculos.
3.1 Resultados numéricos
Pouca coisa muda no cálculo numérico para quando 7 é finito. Anteriormente usamos 
(2.61) na obtenção de ip(r). Para barreiras permeáveis devemos usar (2.58), que é a 
equação de espalhamento discretizada para todo o espaço dependendo de uma função 
7 , com 7  finito e constante sobre toda a barreira.
A diferença aqui reside toda em como é feita a avaliação de T, pois no tratamento 
numérico pelo qual passa o método, a ação de 7  é toda incorporada na matriz T. Para 
os bilhares impermeáveis T  —> M -1, então precisávamos calcular apenas a inversa 
de M. Agora temos que manter a forma original da matriz T  discretizada, T  = 
7 [I — 7 M]-1, o que não acresce muita dificuldade extra ao trabalho computacional.
Nos cálculos numéricos conduzidos aqui usamos duas maneiras para conferir va­
lor numérico ao fator 7 . Podemos dar o valor ao próprio 7  diretamente ou podemos 
utilizar as formas de 1Z e T  para isso. Escolhendo T  e isolando 7  nesta, teremos 
que 7  =  2fcy A _  1 (onde pode-se perceber bem a dependência inversa que o fator 
tem com a permeabilidade, visto que quanto maior for a transmissão T , e conse­
quentemente a permeabilidade, menor será o fator 7 ). Pela definição de T  temos 
0 < T  < 1. Utilizar o conceito de transmissão, inerente a permeabilidade, pode ser 
de mais fácil assimilação, na medida que este é mais intuitivo que o 7  em si. Deste 
modo também podemos ter idéia dos valores numéricos “característicos” e úteis de 
7-
Vejamos alguns exemplos de aplicações do método do contorno de paredes para 
os bilhares permeáveis circular e quadrado. Para todas as figuras aqui apresentadas 
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Figura 3.1: Gráficos de l'!/J(r)l2 , ITl2 e seus respectivos cortes para 'Y igual (a) 10,(b) 
100,(c) 1000 (que já apresenta comportamento de uma barreira impenetrável, 'Y -
oo). Os cortes em '!/J(r) foram todos feitos em y = O, O (meio do bilhar circular) e 
i = 400 em Tij· A onda incidente tem k = 8, 6537, segunda raiz de Jo. A linha 
pontilhada mostra a borda do bilhar. 
Na figura (3.1) vemos o que acontece com o bilhar conforme é mudado o fator 'Y 
para um número de onda k que é autovalor do bilhar circular. Vemos que, começando 
com um fator pequeno ('Y = 10 - T =O, 750), o bilhar torna-se permeável a uma 
certa parte da onda e reflete outra, não mostrando sinais de ressonâncias em seu 
interior. Quando vamos aumentando 'Y o bilhar passa por uma situação onde a 
solução interna começa a apresentar sinais da ressonância associada ao autovalor k 
misturada ainda a uma parte da onda que é transmitida pela barreira ( 'Y = 100 -
T =O, 029) e por fim chegando a uma situação onde o comportamento já é de um 
bilhar impenetrável ('Y = 1000 - T =O, 00029). 
Na figura (3.2) o bilhar mostra o mesmo comportamento, porém agora o número 
de onda k não corresponde a nenhum autovalor do bilhar circular. 
É interessante perceber a semelhança entre (3.1.a) e (3.2.a). A diferença dos 
resultados para '!/J(r) do bilhar onde a onda incidente tem k pertencente ao espectro 
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Figura 3.2: Gráficos de l?/l(r)l 2 , ITl 2 e seus respectivos cortes para 'Y de (a) 10, 
(b) 100,(c) 1000 (que já apresenta comportamento de uma barreira impenetrável, 
/ -4 oo). Os cortes em ?/l(r) foram todos feitos em y =O, O (meio do bilhar circular) 
e i = 400 em Tij. A onda incidente tem k = 10, 50. A linha pontilhada mostra a 
borda do bilhar. 
espectro é muito pequena e se deve ao acréscimo no número de onda, que ocorre do 
primeiro para o segundo caso. Nesta situação a permeabilidade do bilhar é grande, 
então, não importa o espectro de energias do bilhar, pois, as soluções para ?/l(r) não 
obedecem mais às mesmas condições de fronteira de antes (?/l(r(s)) = O). Porém, 
à medida que a permeabilidade vai diminuindo ( 'Y -t oo), as soluções para os dois 
casos vão se tornando totalmente distintas e tendendo à solução correta do bilhar 
infinito, inclusive a forma da matriz T. 
Os resultados comentados acima condizem com os cálculos teóricos levados a cabo 
no início do capítulo anterior, pois, se 'Y é finito, não temos mais o bilhar obedecendo 
às condições de contorno de Dirichlet (?/l(r(s)) =O). Logo não podemos mais ver o 
problema interno como o de um bilhar impenetrável e a solução interna do bilhar 
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Figura 3.3: (a) ITl2 e (b) corte em Tij em i = 405 para T = 503 com k = 93, 16 e 




Figura 3.4: (a) l1/l(r)l2 e (b) cortes em l1/l(r)l2 para y =O, 125, y = O, 5 e y = O, 75 
(de baixo para cima), para T = 503 com k = 93, 16 e ângulo de incidência de Oº. 
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Nas figuras (3.3) e (3.4) são mostrados a matriz T  e ^ ( r )!2 para um bilhar 
permável quadrado com a onda incidindo num ângulo de 90°. Para as figuras (3.5) e 
(3.6), a análise é similar à feita no caso do bilhar circular. Observamos que à medida 
que o fator 7  vai crescendo (T diminuindo), a solução interna vai se “transformando” 
na solução correta para o autovalor k do bilhar impenetrável, associado à onda 
incidente.
Das análises dos bilhares circular e quadrado podemos perceber que, em ambos 
os casos, onde o que predomina é a solução do bilhar permeável, não importando se 
k é um autovalor ou não do caso análogo com 7  —> 00, a análise da matriz T  não 
apresenta relevância, pois esta é similar para números de onda com valores próximos 
(para uma mesma geometria).
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Figura 3.5: Gráficos de l~(r)l 2 , ITl2 e seus respectivos cortes para transmissão de 
(a) 70%, (b) 50%,(c) 30%,(d) 10%,(e) 0,01%,(f) 0,000001% (que já apresenta com-
portamento de uma barreira impenetrável, 'Y -too). Os cortes em ~(r) foram todos 
feitos em y = O, O (meio do bilhar circular) e para T, i = 400 em (a) e i = 200 em 
(b). A onda incidente tem k = 93, 3005417 (ressonância 21x21 do quadrado), com o 
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Figura 3.6: Gráficos de 11P(r)l2 , ITl 2 e seus respectivos cortes para transmissão de 
(a) 703, (b) 503,(c) 303,(d) 103,(e) O, 013,(f) O, 0000013 (que já apresenta com-
portamento de uma barreira impenetrável, "'( --+ oo). Os cortes foram todos feitos 
em y = 0.5 (meio do bilhar quadrado). A onda incidente tem k = 93, 16, fora de 




Os dois capítulos anteriores foram dedicados exclusivamente ao estudo do método 
do contorno de paredes em si e de suas características e comportamento de quando 
aplicado a certos casos. Percebemos, das análises executadas nestes capítulos, que 
o método tem grande utilidade no estudo do espalhamento, trazendo resultados 
interessantes principalmente para o caso em que a barreira espalhadora é um bilhar, 
caso no qual nos ativemos durante todo trabalho.
Uma vez provados os bons resultados que o método fornece para casos mais co­
nhecidos, o próximo passo é sua aplicação em novos problemas.
Veremos, a seguir, duas aplicações a mais do método do contorno de paredes. 
Primeiro a um caso dos bilhares isoespectrais e depois para o caso de barreira espa­
lhadora desconexa.
4.1 Bilhares isoespectrais
A equação de Helmholtz
(V2 +  k2)ip{r) = 0 (4.1)
tem uma grande importância em várias áreas da física.
Uma de suas aplicações, como visto nos capítulos anteriores, é na resolução dos 
problemas de bilhares. Para um bilhar no R2, a solução para as autofunções da 
parte interna seguem esta equação com condições de contorno de Dirichlet, ou seja, 
uma partícula fechada dentro de uma barreira intransponível, problema este que se
assemelha ao de uma membrana vibrante com as bordas presas.
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E sabido que nesse tipo de problema a solução para as autoenergias tem grande 
dependência na forma da barreira [39]. Neste contexto M. Kac [40] fez a seguinte 
pergunta em 1966: Podemos ouvir a forma de um tambor?. Pode-se interpretar 
tal indagação como considerando se duas formas distintas podem emitir o mesmo
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espectro sonoro, ou, na analogia dos bilhares, se dois bilhares podem ter o mesmo 
espectro de energia.
No caso dos bilhares, a densidade de níveis de energia tem dependência na área, 
perímetro e outras características geométricas da barreira [20] [39] [41] [42]. É de se 
esperar que certos pares de bilhares tenham certas dessas características geométricas 
iguais. Terão esses pares, então, o mesmo espectro de energias, apesar de possuirem 
formas diferentes, respondendo negativamente a pergunta de Kac?
Na década de 90 foi provada que a pergunta tem um resposta negativa. A pri­
meira prova veio analiticamente [18] em 1992 pela construção de um contra-exemplo. 
A partir daí várias provas experimentais [19] [39] [43] e numéricas [41] [44] [45] tem sido 
efetuadas para vários pares de bilhares. Estes contra-exemplos então geram as cha­
madas famílias de bilhares isoespectrais.
4.1.1 Bilhar isoespectral
Bilhares isoespectrais são classes de sistemas planares confinados e com formas di­
ferentes, mas que possuem espectros de energia idênticos. Vários pares de bilhares 
isoespectrais têm sido construídos [41] [44] [45] e resolvidos numérica e analiticamente.
No nosso trabalho, concentramo-nos no par de bilhares mostrados em (4.1). Este 
par de bilhares é construído a partir de uma junção de 7 triângulos retos de lado d 
cada, de modo que eles possuem o mesmo perímetro e área. Vários métodos têm sido 
usados para obter suas autofunções e autoenergias, como “mode-matching method”
[41].
Neste capítulo vamos analisar este par de bilhares a partir da visão do método do 
contorno de paredes, discutindo o comportamento da matriz T  para os mesmos.
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4.1.2 Resultados numéricos 
Os cálculos numéricos aqui mostrados foram efetuados para bilhares do tipo ( 4.1) 
com d= 2 e N = 399. Referiremo-nos aos bilhares GWW (a) da figura (4.1) como 




Figura 4.2: Comparação do cálculo de (a) Driscoll (45] com o cálculo (b) pelo método 
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Figura 4.3: Comparação do cálculo de (a) Driscoll [45] com o cálculo (b) pelo método 










Figura 4.4: Comparação do cálculo de (a) Driscoll [45] com o cálculo (b) pelo método 
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Figura 4.5: Corte em ip(v) do bilhar A, para as 3 ressonâncias mostradas anteri­
ormente. Temos em (a), primeira ressonância, cortes em y =  2, 01, y = 0,00 e 
y = —0,24; (b), segunda ressonância, cortes em y =  2,01, y =  0,00 e y =  0,26; e
(c), oitava ressonância, cortes em y =  1,76, y =  0,00 e y =  0,26.
(a) (b) (c)
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Figura 4.6: Corte em ip(r) do bilhar B, para as 3 ressonâncias mostradas anteri­
ormente. Temos em (a), primeira ressonância, cortes em y = 2, 26, y = 0,00 e 
y =  —0,49; (b), segunda ressonância, cortes em y = 3,02, y =  0,00 e y = 0,76; e
(c), oitava ressonância, cortes em y =  2, 01, y = 0,00 e y =  0, 39.
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Figura 4.7: (a) Gráfico de l'l/J(r)l2 de A fora da ressonância, k = 1, 75226 (entre a 
primeira e segunda ressonância), e (b) cortes em l'l/J(r)l 2 para y = 2, 51, y =O, 00 e 
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Figura 4.8: (a) Gráfico de l'l/J(r)l 2 de B fora da ressonância, k = 1, 75226 (entre 
a primeira e segunda ressonância), e (b) cortes em 'lf; para y = 3, 02, y = O, 00 e 
y = -0, 24. 
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Nas figuras (4.2), (4.3) e (4.4) é feita uma comparação entre as autofunções do 
par de bilhares G W W  calculadas por Driscoll (através de um método numérico para 
cálculo de autovalores de polígonos) [45] e pelo método do contorno de paredes, para 
alguns valores de k. Podemos ver pelas figuras a concordância entre os resultados. 
Todas as ressonâncias foram encontradas com diferença de menos de 0,001% na 
sua localização no espectro. Tal discrepância pode ser diminuída ainda mais se 
aumentarmos N, o que, como já vimos, faz com que o resultado numérico aproximado 
seja mais próximo ainda da forma correta de ?/>(r).
Em seguida são mostrados cortes em |tKr )|2 para todos os valores de k mostrados. 
Como visto antes, podemos utilizar a diferença entre a função de onda dentro e fora 
do bilhar para verificar o quão acurados fomos na obtenção do autovalor associado 
a tal autofunção analisada. Quando maior a diferença, maior o sucesso que tivemos 
na determinação. Em todos os casos a onda fora do bilhar é muito menor que as 
autofunções na região interna, isto prova mais uma vez os bons resultados obtidos.
As figuras (4.8) e (4.7) mostram como a autofunção anula-se na região interna 
quando k não é um autovalor do bilhar.
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Figura 4.9: (a) ITl2 na oitava ressonância (k = 3.397263) de A e (b) cortes em 1ii 
para i = 100, i = 200 e i = 300, respectivamente. 
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Figura 4.10: (a) ITl 2 na oitava ressonância (k = 3.397263) de B e (b) cortes em Tij 
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Figura 4.11: (a) ITl2 de A fora da ressonância, k = 1, 75226 (entre a primeira e 
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Figura 4.12: (a) ITl2 de B fora da ressonância, k = 1, 75226 (entre a primeira e 
segunda ressonância), e (b) corte em Tii parai= 200. 
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Pelas figuras (4.9),(4.10),(4.11) e (4.12) podemos constatar que, no caso dos bi­
lhares isoespectrais, a matriz T  apresenta o mesmo comportamento e características 
qualitativas vistas anteriormente para as outras classes de bilhares. Portanto, po­
demos aqui também utilizar a análise da variação de \Tij\ x k para determinar o 
espectro de autovalores dos dois bilhares.
A figura (4.13) mostra o gráfico de |T\o,io| x k para os dois bilhares GWW, 
com a curva pontilhada representando a variação do módulo de Ti0,io para o bilhar 
isoespectral A  e a curva cheia correspondendo ao bilhar isoespectral B. Neste gráfico 
podemos ver claramente a coincidência das descontinuidades das duas curvas, que 
indicam os autovalores k dos dois bilhares. Até o k mostrado (e para maiores) todas 
as ressonâncias de um bilhar têm correspondência no seu par, o que é uma boa 
mostra da coincidência total dos espectros dos dois bilhares [18] [20].
A natureza quase-integrável e a geometria (mais notavelmente a presença de pon­
tas) do par de bilhares dificulta sua resolução, tanto analítica quanto numérica, para 
obtenção do espectro [39]. Este método de determinação dos autovalores dos bilhares 
pode ser de grande ajuda neste aspecto, visto que a matriz T  é de relativamente fácil 
obtenção para qualquer bilhar.
Um fato não observado em outros bilhares, que se mostrou no par de bilhares 
isoespectrais, é que para certas regiões a matriz T  possui elementos de “fora da 
diagonal” maiores que os da diagonal. Esta é uma característica que merece mais 
estudo para concluirmos se ela é devida à geometria mais complicada dos bilhares 
estudados aqui ou se podemos associá-la, de algum modo, a isoespectralidade do par.
Figura 4.13: Gráfico de ITio.iol x k para um bilhar com d — 2. Com a curva pontilhada 
referindo-se ao bilhar A  e a cheia ao bilhar B.
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Figura 4.14: Evolução da matriz T do bilhar isoespectral A com k variando de +0, 005 
(ou O, 01, nos casos mais distantes das ressonâncias) a cada gráfico, passando pela 
primeira ressonância (k = 1, 593092) em (i) e chegando na segunda (k = 1, 911961) 
em (u) . 
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Figura 4.15: Evolução da matriz T do bilhar isoespectral B com k variando de 
+0, 005 (ou O, 01, nos casos mais distantes das ressonâncias) a cada gráfico, pas-
sando pela primeira ressonância (k = 1, 593092) em (i) e chegando na segunda 
(k = 1, 911961) em (u). 
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Nas figuras (4.15) e (4.14) é mostrada a evolução da matriz T  para o bilhar A 
e B, respectivamente. Nestes podemos ver como a matriz comporta-se quando se 
aproxima (“estreitando” a diagonal) e se afasta (“alargando” novamente a diagonal) 
de uma ressonância. Podemos ver como vão se formando, a partir da diagonal novas 
estruturas entre uma ressonância e a seguinte.
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4.2 Rede de círculos
O estudo de redes é um ramo importante na física. Casos como o de transporte[21], 
condutância [22], transmissão em meios ou sistemas ordenados e desordenados [23] [24]
[25], etc, podem ser tratados como problemas envolvendo redes. Em várias situações 
(como nas citados acima) o problema físico pode ser modelado como a solução de 
espalhamento de uma onda por uma série de obstáculos.
Do modo como foi formulado, o método do contorno de paredes torna-se muito 
versátil no tocante à forma da curva espalhadora, podendo ela, inclusive, ser des­
conexa (divida em várias partes) [14]. Deste modo a curva C pode ser formada 
por vários espalhadores, podendo assim formar uma rede. Desse modo, podemos 
aplicar o método ao estudo de redes de espalhadores. Em termos numéricos, preci­
samos calcular uma única matriz T, que obviamente engloba todos os espalhadores 
do sistema.
Estudaremos aqui o caso de uma rede ordenada formada por círculos igualmente 
espaçados uns dos outros. Aqui estamos interessados no estudo da solução de espa­
lhamento dessa onda para redes formadas de círculos rígidos e também para o caso 
de espalhadores permeáveis. A permeabilidade dos espalhadores será tratada aqui 
da mesma forma utilizada para o estudo das barreiras conexas permeáveis, vistas no 
capítulo anterior. Destas soluções podemos estudar, por exemplo, como a onda é 
transmitida através da rede.
Serão mostradas aqui figuras de redes onde foram utilizados um valor de 7  igual 
para todas os círculos. Porém, como sabemos da formulação do método, o parâmetro 
que controla a permeabilidade da parede de bilhar pode apresentar uma dependência 
da posição s sobre a barreira espalhadora. Sendo assim, podemos mudar nossos 
cálculos de modo que tenhamos permeabilidades diferentes para cada espalhador 
da rede. Isto pode ser útil no estudo de redes formadas por diferentes átomos, ou 
espalhadores de diferentes materiais, simulando diferentes índices de refração.
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4.2.1 Resultados numéricos 
As redes aqui mostradas são formadas por 16 círculos (4 x 4), com raio r =O, 0165 
com distância de 1, 667 entre seus centros. 
Na primeira coluna da figura (4.16) >.é aproximadamente 4 vezes menor que a 
(e) --0,S 
(d) --0,S l.S --0,S 
X X 
Figura 4.16: Gráfico l7/J(r)l 2 no espalhamento por uma rede de círculos ordenados. 
Nos gráficos temos a transmissão dos círculos variando. Em (a) T = 0.00001%, (b) 
T = 10%, (c) T = 50% e (d) T = 90%, com k = 15 (primeira coluna) e k = 20 
(coluna segunda) . 
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separação entre os círculos (medindo a partir de suas bordas mais próximas) e na 
segunda coluna A é aproximadamente 5 vezes menor. Como era de se esperar, quanto 
maior o número de onda k (menor o comprimento de onda A =  em comparação 
com a separação dos espalhadores, mais a onda é transmitida por entre os elementos 
da rede. Da mesma figura , no gráfico (d), pode-se perceber que apesar de a trans­
missão na rede ser maior , a permeabilidade dos espalhadores diminui com o aumento 
do número de onda k, visto a dependência linear de 7  com k ( 7  =  2k ^ j^  “ ■*■)•
(a) (b)
Figura 4.17: Cortes em |-0(r) |2 no espalhamento por uma rede de círculos impe­
netráveis ordenados para k =  15. Em (a) y =  0,0 (o corte passa pelo meio da 
primeira linha de círculos), (b) y =  0,125 (o corte passa entre a primeira e a segunda 
linha de círculos). As flexas indicam o centro de cada círculo.
(a) (b)
x x
Figura 4.18: Cortes em \ip(r)|2 no espalhamento por uma rede de círculos ordenados 
com T  =  50% e k = 15. Em (a) y = 0,0 (o corte passa pelo meio da primeira 
linha de círculos), (b) y = 0,125 (o corte passa entre a primeira e a segunda linha 
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Figura 4.19: (a) Gráfico de ITl2 no espalhamento por uma rede de círculos impe-
netráveis ordenados e (b) cortes em i = 200, i = 400 e i = 600 com k = 20 . 
Pelas figuras (4.17) e (4.18) podemos perceber como a função de onda 'lj;(r) real-
mente se anula no interior de cada círculo da rede quando os obstáculos são rígidos 
( r -+ oo) e como 'ljJ ( r) é diferente de zero no interior dos círculos quando os obstáculos 
são permeáveis. A partir de análises mais detalhadas de gráficos desse tipo, podemos 
ter resultados interessantes para o exame de como se dá a transmissão da função de 
onda através da rede. 
O gráfico da matriz T é mostrado apenas por motivo ilustrativo, ver figura (4.19). 
Podemos perceber que, devido ao grande número de divisões na barreira (lembrando 
que todos os espalhadores são considerados como um único obstáculo no método), a 
matriz torna-se bastante complexa, sendo que cada subdivisão (cada um dos peque-
nos quadrados) que observamos na matriz refere-se a interação da parte espalhada 
por um círculo com os círculos componentes da rede, na diagonal a interação se dá 




O intuito principal do trabalho desenvolvido foi a aplicação do método do contorno 
de paredes ao problema de bilhares quânticos no plano. Através da análise analítica 
e numérica mostramos as sutilezas do método bem como sua aplicabilidade.
No início do segundo capítulo foi mostrado o desenvolvimento teórico do método, 
chegando às equações básicas do problema para o espalhamento de uma onda por 
um bilhar com forma geral e permeabilidade variável sobre todo o contorno. Em 
seguida particularizamos o resultado para o caso de bilhares impenetráveis. A partir 
desses resultados, pudemos verificar analiticamente certas propriedades importan­
tes do problema de bilhares quânticos através dessa nova abordagem, tais como a 
transparência e a dualidade dentro/fora. Uma das vantagens do método é que es­
tes pontos foram discutidos de forma matematicamente correta, que, porém, usa 
uma argumentação muito mais física do que as abordagems extremamente formais 
presentes na literatura.
A princípio a formulação desenvolvida para a prova do mecanismo de filtro, do 
princípio da transparência e da dualidade dentro/fora foi dirigida aos bilhares conve­
xos, para os quais a aplicação teve ótimos resultados. Porém, através dos exemplos 
numéricos, pudemos ver que o mecanismo de filtro da matriz T  também se aplica 
aos bilhares côncavos.
O ponto chave no método é o cálculo da matriz T, que só depende da energia e da 
forma do bilhar. Os pontos mais importantes de sua análise são: sua propriedade de 
filtro para o problema das autofunções do problema interno e a obtenção do espectro 
de autovalores dos bilhares através da análise da variação de um dos elementos de T  
conforme o número de onda k varia. Como a matriz T  é de fácil cálculo numérico, 
este se apresenta como uma alternativa poderosa para a determinação do espectro 
de autovalores de bilhares de difícil solução analítica e/ou numérica
No segundo capítulo nos ativemos somente ao caso de bilhares com paredes im­
penetráveis. Este caso é uma particularização do método para quando fazemos a
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permeabilidade tender a zero. Bilhares com paredes permeáveis, que nos remetem 
a forma mais geral do método, foram estudados no terceiro capítulo mostrando a 
versátilidade em nosso tratamento de bilhares.
Os segundo e terceiro capítulos tiveram como finalidade a exploração da aplica­
bilidade do método do contorno de paredes mostrando como ele se mostra funcional 
para uma vasta gama de formas de barreiras e tipos de paredes.
No penúltimo capítulo foram estudados o caso dos bilhares isoespectrais e o caso 
de uma rede de espalhadores. A análise dos bilhares isoespectrais reproduziu re­
sultados encontrados na literatura, mas também mostrou-se promissor no possível 
entendimento físico do porque da ocorrência deste fenômeno tão curioso. Eventu­
almente o estudo do rearranjo dos elementos da matriz T  para pares de bilhares 
isoespectrais possa fornecer alguma pista nesse sentido. O caso da rede de círculos 
foi o único caso estudado em que estávamos interessados unicamente na solução ex­
terna (de espalhamento). Neste caso obtivemos resultados para uma rede de círculos 
impenetráveis e para uma rede de círculos permeáveis.
Finalmente, é importante mencionar que o método aqui desenvolvido e discutido 
abre um vasto campo para aplicações. Podemos exemplificar, citando:
• aplicar a permeabilidade a outras formas de bilhares, tal como o Stadium e o 
Sinai de Bunimovich;
• estudar bilhares com a permeabilidade variável sobre seu contorno visando sua 
aplicação aos “soft wall billiards”;
• estudar redes com permeabilidade diferente para cada espalhador para aplicação 
ao estudo do problema da transmissão em redes formadas por espalhadores com 
índices de refração diferentes;
• estender a aplicação já feita aos bilhares isoespectrais, fazendo uma análise mais 
detalhada da matriz T, a fim de estudar o rearranjo de seus elementos tentando 
ter mais algum indício de como se dá a isoespectralidade nestes bilhares;
• tentar usar métodos numéricos diferentes para resolver a equação integral e 
assim tentar calcular níveis de energia mais altos;
• aplicação do método a um estudo mais detalhado das características de caos 
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